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บทที่ 1 
บทน้า 

 
ความเป็นมาและความส้าคัญ 
 

ทฤษฎีบทจุดตรึง (fixed point Theory) ถือว่าเป็นวิชาที่มีประโยชน์อย่างมากไม่ เฉพาะแค่
คณิตศาสตร์และคณิตศาสตร์ประยุกต์ แต่มีประโยชน์ไปยังสาขาอ่ืน ๆ มากมายทั ง ฟิสิกส์ วิศวกรรมศาสตร์ 
และเศรษฐศาสตร์เป็นต้น กล่าวคือปัญหาเกือบทั งหมดในทางวิทยาศาสตร์ วิศวกรรมศาสตร์ และเศรษฐศาสตร์ 
สามารถสร้างแบบจ้าลองและแปลงให้อยู่ในรูปสมการ อสมการ หรือระบบสมการ และอสมการได้ ซึ่งส่วนใหญ่
ปัญหาที่ซับซ้อนก็มักจัดได้ในรูปสมการไม่เชิงเส้น (nonlinear equation) ในการแก้ปัญหาดังกล่าวนี นัก
คณิตศาสตร์สามารถแปลงปัญหาให้อยู่ในรูปของสมการหรืออสมการของตัวด้าเนินการหรือการส่ง และปรากฏ
ว่าจุดตรึงของตัวด้าเนินการที่สร้างขึ นก็คือค้าตอบของสมการ หรืออสมการที่ก้าลังสนใจนั่นเอง  ในการศึกษา
ทฤษฎีบทจุดตรึงจะมีอยู่ 2 ประเด็นหลัก ได้แก่ การมีอยู่จริงของจุดตรึง และการประมาณค่าหาจุดตรึง โดยใช้
กระบวนการท้าซ ้าในแบบต่าง ๆ  ดังนั นนักคณิตศาสตร์จึงพยายามพัฒนากระบวนการท้าซ ้าเพ่ือประมาณค่า
หาจุดตรึงส้าหรับการส่งในแบบต่าง ๆ และปริภูมิต่าง ๆ ซึ่งจะน้าไปสู่ค้าตอบหรือผลเฉลยของสมการ หรือ
อสมการที่ต้องการ ต่อไปเป็นตัวอย่างกระบวนการท้าซ ้าบางส่วนเพื่อใช้ประมาณค่าหาจุดตรึง  

เริ่มจากในปี  ค.ศ.  1953  Mann  ได้สร้างได้กระบวนการท้าซ ้าซึ่งปัจจุบันเป็นที่รู้จักกันทั่วไปคือ 
Mann iteration ซึ่ งนิยามดังนี   ให้  H  ปริภูมิ ฮิลเบิร์ต และ HC   ซึ่ ง เป็นเซตนูนปิด  และ 

CCT →:   เป็นการส่งแบบไม่ขยาย  ให้   ]1,0[n  นิยามล้าดับ  nx  ใน H  โดย  
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ต่อมาในปี  ค.ศ.  1967  Halpern [2] ได้สร้างกระบวนการท้าซ ้าที่คล้ายกับ Mann ซึ่งปัจจุบันเป็นที่
รู้จักกันทั่วไปคือ Halpern iteration ซึ่งนิยามดังนี  ให้ H  ปริภูมิฮิลเบิร์ต และ HC   ซึ่งเป็นเซตนูน
ปิด และ CCT →:   เป็นการส่งแบบไม่ขยาย ให้   ]1,0[n  นิยามล้าดับ  nx  ใน H  โดย 
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ต่อมาในปี  ค.ศ.  1974  Ishikawa   ได้สร้างกระบวนการท้าซ ้าแบบใหม่ที่เป็นรูปทั่วไปมากกว่า  
Mann ซึ่งรู้จักกันในชื่อ Ishikawa iteration ซึ่งนิยามดังนี  ให้ H  ปริภูมิฮิลเบิร์ต และ HC   ซึ่งเป็น
เซตนูนปิด และ CCT →:   เป็นการส่งแบบไม่ขยาย ให้  n ,  n  เป็นล้าดับของจ้านวนจริงในช่วง 

]1,0[  นิยามล้าดับ  nx  ใน H  โดย 
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 ให้ 0s  และ C  ไมใ่ช่เซตว่าง เป็นเซตปิด เซตนูน และเป็นเซตย่อยของปริภูมิเมตริก X  
 จะเรียกการส่ง  ( ) :T s C C→  ว่าเป็นการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย ถ้าสอดคล้องเงื่อนไขต่อไปนี  
 1. (0)T x x=  ส้าหรับทุก x C  
 2. ( ) ( ) ( )T s t x T s T t+ =  ส้าหรับทุก , 0s t    
 3. ( ( ) , ( ) ) ( , )T s x T s y x y     ส้าหรับทุก ,x y C  และ 0s    
 4. ส้าหรับแต่ละ x C  ฟังก์ชันจาก [0, )   ไปยัง C  ที่ก้าหนดโดย ( )s T s x  เป็นฟังก์ชัน
ต่อเนื่อง  
 จะเขียน  ( ) : 0T s s =      แทน เซตของการส่งก่ึงกรุปแบบไม่ขยายบน C   และจะเขียน 

( ( ))F T s   แทน เซตของจุดตรึงของ ( )T s   และเขียน ( )F    แทนเซตของจุดตรึงร่วมของ    นั่นคือ 

0

( ) ( ( ))
s

F F T s
 

 =  

 ในปี 2003 Suzuki  ได้สร้างกระบวนการท้าซ ้าแบบใหม่เพ่ือประมาณค่าหาจุดตรึงส้าหรับการส่งกึ่ง
กรุปแบบไม่ขยายนิยามดังนี  ให้ X เป็นปริภูมิบานาค และ C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซต
ย่อยของ X  และ CCtT n →:)(    เป็นการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย และ }{ na  เป็นล้าดับของจ้านวนจริง
ในช่วง )1,0(  นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

1

,

(1 ) ( )n n n n n n n

x C

x a x a x T t x+




= − 
 

         ต่อมาในปี 2003 Eslamian และ Dhompongsa  ได้ปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวา }{ nx  
แบบใหมส่้าหรับสองการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย ( )nT t , ( )nS t  บนเซต C  เมื่อ  C  เป็นเซตย่อยของปริภูมิ 
CAT(0)  ที่เป็นเซตปิด นูน กล่าวคือ 

,

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t x+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ }{ na  และ }{ nb  เป็นล้าดับของจ้านวนจริงในช่วง )1,0(  และ ),0[}{ nt    

 เนื่องจากทุกปริภูมิ CAT(0) เป็นปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   นั่นคือปริภูมิ CAT( )  ส้าหรับทุก 
0   จะวางนัยทั่วไปหรือครอบคลุมปริภูม ิCAT(0)  

 ดังนั นในการศึกษาและท้าวิจัยนี จะขยายผลลัพธ์ของ Eslamian และ Dhompongsa  จากเดิมท่ี
ศึกษาทฤษฎีบทการลู่เข้าของกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาในปริภูมิ CAT(0)  เราจะน้ามาศึกษาและขยายผลใน
ปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   
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วัตถุประสงค์ของการวิจัย 
 
 วัตถุประสงค์ของการวิจัยครั งนี จะศึกษาและขยายขอบเขตองค์ความรู้เดิมให้กว้างขวางยิ่งขึ นกว่าเดิม
ตามรายละเอียดดังนี   
         1.  เพื่อหาเงื่อนไขท่ีเพียงพอบนปริภูมิ CAT( ) และสมบัติของการส่งก่ึงกรุปแบบไม่ขยายในปริภูมิ 

CAT( )  ส้าหรับทุก 0   ที่ท้าให้การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมของสองการ

ส่งกึ่งกรุปมแบบไม่ขยาย 

         2.  เพ่ือพิสูจน์การลู่เข้าของการปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาส้าหรับการส่งกึ่งกรุปแบบไม่
ขยายในปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   
 
ขอบเขตการวิจัย 
 

งานวิจัยนี มุ่งเน้นศึกษาเงื่อนไขท่ีเพียงพอบนปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0  และสมบัติของการส่ง
กึ่งกรุปแบบไม่ขยาย  ที่ท้าให้การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับการส่งกึ่งกรุป
แบบไม่ขยายในปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   

 
สมมติฐานการวิจัย  
 

มีเงื่อนไขที่เพียงพอบนปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   และสมบัติของการส่งก่ึงกรุปแบบไม่ขยาย   
ที่ท้าให้การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับสองการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยายใน
ปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0    
 
ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 
 
  การศึกษาองค์ความรู้เกี่ยวกับทฤษฎีจุดตรึง ถือว่าเป็นการศึกษาที่มีประโยชน์อย่างมากในทาง
คณิตศาสตร์และก้าลังเป็นที่สนใจของนักคณิตศาสตร์ทั่วโลก มีผลงานวิจัยทางด้านนี ตีพิมพ์มากมายในปัจจุบัน 
ไม่เพียงแค่คณิตศาสตร์และคณิตศาสตร์ประยุกต์เท่านั น แต่ยังมีประโยชน์ไปยังสาขาอ่ืน ๆ ทั ง วิศวกรรมศาสตร์  
ฟิสิกส์ คอมพิวเตอร์ และเคมี  เป็นต้นเราสามารถสรุปประโยชน์จากงานวิจัยนี ได้ ดังนี  
 
  1. ได้องค์ความรู้ใหม่เก่ียวกับคณิตศาสตร์คือได้แนวคิดของปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   รวมทั ง 
นิยาม และทฤษฎีที่เกี่ยวข้อง 
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 2. ได้เงื่อนไขที่เพียงพอที่ท้าให้การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับ
สองการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยายในปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0    
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บทที่ 2  
แนวคิด ทฤษฎี เอกสารและงานวิจัยที่เกี่ยวข้อง  

 
 ในบทนี จะกล่าวถึงบทนิยาม และทฤษฎีบทที่เกี่ยวข้องในการท้าวิจัยครั งนี  โดยแบ่งเป็น 2 หัวข้อ 
ได้แก่ การส่ง และปริภูมิ CAT( )  
  
2.1 การส่ง (mapping) 
 
บทนิยาม 2.1.1 ให้  X   เป็นปริภูมิเมตริก จะเรียก :T C C→  ว่า เป็นการส่งแบบไม่ขยาย 
(nonexpansive mapping)  ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

                                        ( , ) ( , )Tx Ty x y        
ส้าหรับทุก ,x y C  

บทนิยาม 2.1.2 ให้  ( )dX ,   เป็นปริภูมิเมตริก และ  C  ไม่เป็นเซตว่าง เป็นเซตปิด เซตนูน และเป็นเซตย่อย
ของ X   จะเรียกการส่ง  ( ) :T s C C→   ว่าเป็นการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย (nonexpansive semigroup 
mapping) ถ้าสอดคล้องเงื่อนไขต่อไปนี  

 1. (0)T x x=  ส้าหรับทุก x C  

 2. ( ) ( ) ( )T s t x T s T t+ =  ส้าหรับทุก , 0s t    

 3. ( ( ) , ( ) ) ( , )T s x T s y x y     ส้าหรับทุก ,x y C  และ 0s    
 4.  ส้าหรับแต่ละ x C  ฟังก์ชันจาก [0, )   ไปยัง C  ที่ก้าหนดโดย ( )s T s x  เป็น   
     ฟังก์ชันต่อเนื่อง 

 เพ่ือความสะดวกต่อไปจะเขียน  ( ) : 0T s s =     แทน เซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยายบน 
C   และเขียน ( ( ))F T s  แทน เซตของจุดตรึงของ ( )T s   และเขียน ( )F   แทนเซตของจุดตรึงร่วมของ   
นั่นคือ 

0

( ) ( ( ))
s

F F T s
 

 =  

 
2.2 ปริภูมิ CAT( ) (CAT( ) spaces) 
 
บทนิยาม 2.2.3 ให้ ( ),X   เป็นปริภูมิเมตริก ให้ Xyx , และ Xlc →],0[:  โดยที่ 
( ) ( ) lycxc == ,0  และ ( ) ( )( ),c t c t t t  = −  ส้าหรับทุก  ltt ,0,     
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        1. จะเรียกภาพ (image) ของ  c  ว่าเป็นเส้นโค้งเชื่อม (geodesic segment) จาก x ไปยัง y  และถ้า
หากว่ามีเส้นโค้งเชื่อมจาก x ไปยัง y  เพียงเส้นเดียวแล้ว จะแทนเส้นโค้งเชื่อมนี ด้วยสัญลักษณ์ ],[ yx  

        2. จะเรียก X  ว่าเป็นปริภูมิเส้นโค้ง (geodesic space) ถ้ามีเส้นโค้งเชื่อมส้าหรับทุก ๆ Xyx ,   

บทนิยาม 2.2.4  ให้ ( ),X   เป็นปริภูมิเมตริก  และ D  เป็นจ้านวนจ้านวนจริงบวก จะเรียก X  ว่าเป็น 
ปริภูมิเส้นโค้ง D  ( −D geodesic space)  ถ้า ( ),x y D    และมีเส้นโค้งเชื่อมส้าหรับทุก ๆ Xyx ,   

บทนิยาม 2.2.5  ให้ ( ),X   เป็นปริภูมิเมตริก ให้ Y  เป็นเซตย่อยของ X  จะเรียก Y ว่าเป็นเซตนูน 
(convex) ถ้า Yyx ],[ ส้าหรับทุก Yyx ,  

บทนิยาม 2.2.6  ให้  R    จะเขียน nM  แทนเมตริกต่อไปนี    
1.  ถ้า  0=  แล้ว  nM 0  เป็นปริภูมิยูคลิเดียน (Euclidean space) nE  
2.  ถ้า  0  แล้ว nM   เป็นปริภูมิทรงกลม (spherical space) nS  โดยที่ฟังก์ชันระยะทางคูณด้วย  

1   
3.  ถ้า 0  แล้ว nM   เป็นปริภูมิไฮเพอร์โบลิก (hyperbolic space) โดยที่ฟังก์ชันระยะทางคูณด้วย  

1 −  

บทนิยาม 2.2.7 โค้งสามเหลี่ยม  (geodesic triangle) ( )321 ,, xxx  ในปริภูมิ เส้นโค้ง ( )dX ,  คือ
สามเหลี่ยมที่มีจุด Xxxx 321 ,,  ซึ่งเป็นจุดยอดมุม และเส้นโค้งเชื่อมระหว่างแต่ละคู่ของจุดยอดมุม 
สามเหลี่ยมเปรียบเทียบ (comparison triangle) ส้าหรับแต่ละโค้งสามเหลี่ยม ( )321 ,, xxx  ในปริภูมิ  
( )dX ,  คือ สามเหลี่ยม ( ) ( )321321 ,,:,, xxxxxx =  ใน  2

M   ที ่ 

           ( ) (xdyx
M 2,



 = , )y ( ) (ydzy
M 2,,



 = , )z  และ ( )xz, 2
M

d= (z , )x  

ถ้า  0  แล้วจะมีสามเหลี่ยมเปรียบเทียบใน 2

M  
ถ้า  0  แล้วจะมีสามเหลี่ยมเปรียบเทียบใน 2

M  ก็ต่อเมื่อ 

( ) ( ) ( ), , , 2x y y z z x D  + +     เมื่อ . =D   

บทนิยาม 2.2.8  ให้ ( ),X   เป็นปริภูมิเส้นโค้ง ให้   เป็นสามเหลี่ยมโค้งในปริภูมิ X  และให้   เป็น
สามเหลี่ยมเปรียบเทียบส้าหรับ    จะกล่าวว่า   สอดคล้องกับอสมการของ CAT( ) ถ้าส้าหรับทุก ๆ 

( )zyxqp ,,,   และทุกจุดเปรียบเทียบ  p , q   (x , y , )z   เราได้ว่า  

     ( ) (pdqp
M 2,



  , )q  
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บทนิยาม 2.2.9  ให้ ( )dX ,  เป็นปริภูมิเมตริก  และ  R  

1. จะเรียก  X  ว่าเป็นปริภูมิ CAT( ) เมื่อ 0   ถ้า X  เป็นปริภูมิเส้นโค้งท่ีสอดคล้องกับ 

อสมการของ CAT( ) 

2. จะเรียก  X  ว่าเป็นปริภูมิ CAT( ) เมื่อ 0   ถ้า X  เป็นปริภูมิเส้นโค้งท่ี 
( ) ( ) ( )  Dxzzyyx 2,,, ++ และสอดคล้องกับอสมการของ CAT( ) 

บทนิยาม 2.2.10   ให้ ( )dX ,  เป็นปริภูมิเมตริก และ  ( 2,0K  จะเรียก  X  ว่าเป็นเซตนูน K   

( −K convex)  ถ้าสอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี   

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2, 1 1 , , 1 ,
2

K
x y z x y x z y z        −   − + − −  

ส้าหรับทุก ๆ , ,x y z X  และ   1,0  

บทตั ง 2.2.11 (Panyanak, B., 2015) ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 



 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง ( )0, 2   จะได้ว่า ( ),X  เป็นเซตนูน K  ส้าหรับ  

( ) ( ) tan2−=K  

บทตั ง 2.2.12 (Bridson, M., 1999) ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  

ส้าหรับบาง ( )0, 2   จะได้ว่า  

( )( ) ( ) ( ) ( ),,1,1, zxyxzyx  −+−  

ส้าหรับทุก ๆ , ,x y z X  และ   1,0   

บทนิยาม 2.2.13  ให้ ( ),X  เป็นปริภูมิเมตริก และ  nx เป็นล้าดับที่มีขอบเขตใน X  ให้ Xx   จะ
กล่าวว่า  nx  ลู่เข้าสู่ (converges to) x  ถ้า ( )lim , 0n

n
x x

→
=   

บทนิยาม 2.2.14  ให้ ( ),X  เป็นปริภูม ิCAT( ) บริบูรณ์ และ  nx  เป็นล้าดับที่มีขอบเขตใน X  ให้ 
Xx  ก้าหนด   ( ) ( ), limsup ,n n

n

r x x x x
→

=  

   ( )  ( ) Xxxxrxr nn = :,inf    

และ   ( )  ( )  ( ) nnn xrxxrXxxA == ,:   
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ทฤษฎีบท 2.2.15 (Esp´ınola, R. & Fern´andez-Le´on, A., 2009) ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภมูิ 

CAT( ) ที่ diam(X)
2




  และ  nx  เป็นล้าดับที่มีขอบเขตใน X  จะได้ว่า  ( )nA x  บรรจุสมาชิก

เพียงตัวเดียวเท่านั น 

จะกล่าวว่าล้าดับ  nx  ลู่เข้าแบบเดลต้า ( converges− ) สู่ Xx  ถ้า  ( )  xuA n =  เมื่อ 
 nu เป็นล้าดับย่อยใด ๆ ของ  nx  และเราเขียน xxn

n
=− lim  

บทตั ง 2.2.16 (Dhompongsa, S. & Panyanak, B., 2008) ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 



 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง ( )0, 2   ถ้า   nx  เป็นล้าดับใน X  ซ่ึง   ( )  nA x x=  และ 

 nu  เป็นล้าดับย่อยของ  nx  ซึ่ง   ( )  nA u u= และล้าดับ   ( , )nx u   เป็นล้าดับลู่เข้า จะได้ว่า 

x u=  
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บทที่ 3   
วิธีด้าเนินการวิจัย 

เนื อหาในบทนี  ผู้วิจัยจะน้าเสนอการปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาส้าหรับสองการส่งก่ึงกรุป
แบบไม่ขยาย พร้อมทั งพิสูจน์ทฤษฎีการลู่เข้าของกระบวนการท้าซ ้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับการส่งก่ึงกรุปแบบไม่
ขยายในปริภูมิ CAT( ) 
 
3.1 การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวา 
 การปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาส้าหรับการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยายในปริภูมิ  CAT( )  มี
เนื อหาสาระดังนี : ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และ
เป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ ( )nT t  และ ( )nS t  เป็นการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย นิยามล้าดับ  nx  ใน 
C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
                                                         (3.1.1) 

ส้าหรับ  na  และ  nb  เป็นล้าดับใน [ , ] [0,1]a b    และ ),0[}{ nt  ส้าหรับทฤษฎีบทการลู่เข้าจะ
กล่าวรายละเอียดในเนื อหาดังต่อไปนี  
 
3.2 ทฤษฎีบทลู่เข้า 
 
         การศึกษาทฤษฎีบทการลู่เข้าของกระบวนการท้าซ ้า (3.1.1) สู่จุดตรึงร่วมส้าหรับสองการส่งกึ่งกรุป
แบบไม่ขยายในปริภูมิ  CAT( )  จากการวิจัยพบว่าได้ทฤษฎีบท และองค์ความรู้ใหม่ที่ส้าคัญโดยมีเนื อหา
สาระส้าคัญดังนี   

บทตั ง 3.2.1 ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ  na  และ  nb  เป็นล้าดับใน [ , ] [0,1]a b   จะได้ว่า lim ( , )n
x

x z
→

 หาค่าได้ส้าหรับ 

แต่ละ z  
การพิสูจน์  ให้ z  โดยบทตั ง 2.2.12 จะได้ว่า  
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( )( , ) (1 ) ( ) ,

(1 ) ( , ) ( ( ) , )

(1 ) ( , ) ( , )

( , )

n n n n n

n n n n n

n n n n

n

y z a a T t x z

a x z a T t x z

a x z a x z

x z

 

 

 



= − 

 − +

 − +

=

 

และ  

               

( )1( , ) (1 ) ( ) ,

(1 ) ( , ) ( ( ) , )

(1 ) ( , ) ( , )

( , )

n n n n n

n n n n n

n n n n

n

x z b b S t y z

b x z b S t y z

b x z b y z

x z

 

 

 



+ = − 

 − +

 − +

=

 

ดังนั น  1( , )nx z +  เป็นล้าดับมีขอบเขตและเป็นล้าดับไม่เพ่ิมส้าหรับทุก ๆ z   
เพราะฉะนั น  lim ( , )n

x
x z

→
 หาค่าได้  

ทฤษฎีบท 3.2.2   ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นส้าหรับ  0t    จะได้ lim ( , ( ) ) lim ( , ( ) ) 0n n n n
x x

x T t x x S t x 
→ →

= =  

 
การพิสูจน์  ให้ z  โดยบทตั ง 3.2.1 จะได้ว่า  lim ( , )n

x
x z

→
 หาค่าได ้ 

โดยบทนิยาม 2.2.10 จะได้ว่า  

               

( )2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

( , ) (1 ) ( ) ,

(1 ) ( , ) ( ( ) , ) (1 ) ( , ( ) )
2

(1 ) ( , ) ( , ) (1 ) ( , ( ) )
2

( , ) (1 ) ( , ( ) )
2

n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n

y z a a T t x z

R
a x z a T t x z a a x T t x

R
a x z a x z a a x T t x

R
x z a a x T t x

 

  

  

 

= − 

 − + − −

 − + − −

 − −

 

และ    
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( )2 2

1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

( , ) (1 ) ( ) ,

(1 ) ( , ) ( ( ) , ) (1 ) ( , ( ) )
2

(1 ) ( , ) ( , ) (1 ) ( , ( ) )
2

( , ) (1 ) ( , ( ) ) (1 ) ( , ( )
2 2

n n n n n n

n n n n n n n n n n

n n n n n n n n n

n n n n n n n n n n n n

x z b x b S t y z

R
b x z b S t y z b b x S t y

R
b x z b y z b b x S t y

R R
x z b a a x T t x b b x S t y

 

  

  

  

+ = − 

 − + − −

 − + − −

 − − − −

2 2

)

( , ) (1 ) ( , ( ) )
2

n n n n n n n

R
x z b a a x T t x  − −

 

ดังนั น  

        2 2 2 2

1(1 ) ( , ( ) ) (1 ) ( , ( ) ) ( , ) ( , )
2 2

n n n n n n n n n n n

R R
a b x T t x b a a x T t x x z x z    +−  −  −  

เนื่องจาก lim ( , )n
x

x z
→

 หาค่าได้  เมื่อ n→   จะได้ว่า  

lim ( , ( ) ) 0n n n
x

x T t x
→

=  

ในท้านองเดียวกัน 
lim ( , ( ) ) 0n n n
x

x S t x
→

=  

ดังนั น  
( , ) ( ,(1 ) ( ) ) ( , ( )) 0n n n n n n n n n n nx y x a x a T t x a x T t  = −   →  เมื่อ n→  

และจะได้ว่า  

 ( , ( ) ) ( , ( ) ) ( ( ) , ( ) )n n n n n n n n n nx S t x x S t y S t y S t x   +  
                                          ( , ( ) ) ( , ) 0n n n n nx S t y y x  + →  เมื่อ n→  
นั่นคือ lim ( , ( ) ) 0n n n

x
x S t x

→
=  ต่อไปจะแสดงว่าส้าหรับ 0t   

 
lim ( , ( ) ) lim ( , ( ) ) 0n n n n n n
x x

x T t x x S t x 
→ →

= =  

ก่อนอ่ืนจะแสดงว่า lim ( , ( ) ) 0n n n
x

x T t x
→

=  สมมติว่า  
( , ( ) )

lim lim 0n n n
n

x x
n

x T t x
t

t



→ →
= =  

จะได้ว่า  
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( )( )

( )

( ) ( ) 

0

( , ( ) ) ( 1) , ( ) , ( )

( ) , ,

( ) , max ( ) , :0

n

t

t

n n n n n n n n n

k n

n n n n n n

n n

n n n n n n

n

t
x T t x T k t x T kt x T t x T t x

t

t t
T t x x T t t x x

t t

t
T t x x T s x x s t

t

  

 

 

 
 
 

=

   
 + +      

   

     
= + −       
     

= +  



  

จากบทนิยาม 2.1.2 ข้อ 4. และ lim ( , ( ) ) 0n n n
x

x T t x
→

=  จะได้ว่า lim ( , ( ) ) 0n n
x

x T t x
→

=  

 ในท้านองเดียวกันจะได้ lim ( , ( ) ) 0n n
x

x S t x
→

=   

 

ทฤษฎีบท 3.2.3 ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นล้าดับ  nx  ลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วม z  
การพิสูจน์ จากทฤษฎีบท 3.2.2 จะได้ว่า 

lim ( , ( ) ) 0n n
x

x T t x
→

=  และ lim ( , ( ) ) 0n n
x

x S t x
→

=  

ส้าหรับทุก 0t   ให้ ( )( ) { }w n nx A u =  เมื่อ  nu  เป็นล้าดับย่อยของ  nx  
ก่อนอ่ืนจะพิสูจน์ว่า ( )w nx   ให้ ( )w nu x  จะได้ว่ามีล้าดับย่อย   nu  ของ  nx  ซ่ึง  

({ }) { }nA x u=  จะได้ว่ามีล้าดับย่อย   nv  ของ  nx  ซ่ึง lim n
x

v v C
→

 − =   

เนื่องจาก   
( , ( ) ) ( , ( ) ) ( ( ) , ( ) )

( , ( ) ) ( , )

n n n n

n n n

v T t v v T t v T t v T t v

v T t v v v

  

 

 +

 +
                        (3.2.1) 

จากอสมการ (3.2.1) จะได้ว่า  
                             limsup ( , ( ) ) limsup ( , )n n

x x
v T t v v v 

→ →
  

โดยทฤษฎีบท 2.2.15 จะได้ว่า ( )T t v v=  ส้าหรับทุก ๆ 0t   
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ดังนั น ( )v F   ในท้านองเดียวกันจะได้ว่า ( )v F    นั่นคือ v  โดยบทตั ง 3.2.1 จะได้ 
lim ( , )n
x

x v
→

  หาค่าได้  โดยทฤษฎีบท 2.15 จึงสรุปได้ว่า u v=    นั่นคือ ( )w nx   ต่อไปจะแสดง

ว่า ( )w nx  บรรจุสมาชิกเพียงตัวเดียวเท่านั น  ให้  nu  เป็นล้าดับย่อยของ  nx  ซ่ึง ({ }) { }nA x u=  และ
ให้ ({ }) { }nA x x=  เนื่องจาก ( )w nu x    โดยบทตั ง 3.2.1 จะได้ว่า  
lim ( , )n
x

x u
→

 หาค่าได้  โดยทฤษฎีบท 2.2.15 จะได้ว่า x u=  นั่นคือ ( )w nx  บรรจุสมาชิกเพียงตัวเดียว

เท่านั น จึงสรุปได้ว่า  nx  ลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วม z  
    

ทฤษฎีบท 3.2.4 ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตกระชับ นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นล้าดับ  nx  ลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงร่วม z  
การพิสูจน์  จากทฤษฎีบท 3.2.2 จะได้ว่า 

lim ( , ( ) ) 0n n
x

x T t x
→

=  และ lim ( , ( ) ) 0n n
x

x S t x
→

=  

ส้าหรับทุก 0t   เนื่องจาก C  เป็นเซตกระชับ จะได้ว่ามี  
knx  เป็นล้าดับย่อยของ  nx ซ่ึง   

 
knx  ลู่เข้าสู่ z  ต่อไปเราจะแสดงว่า z  ส้าหรับแต่ละ 0t  จะได้ว่า  

( , ( ) ) ( , ( ) ) ( ( ) , ( ) )

2 ( , ) ( , ( ) ) 0

  

 

 +

 + → →

k k

k k k

n n

n n n

z T t z z T t x T t x T t z

z x x T t x n
 

ดังนั น  ( )=z T t z  นั่นคือ ( ) z F    ในท้านองเดียวกันเราสามารถพิสูจน์ได้ว่า  
( , ( ) ) ( , ( ) ) ( ( ) , ( ) )

2 ( , ) ( , ( ) ) 0

  

 

 +

 + → →

k k

k k k

n n

n n n

z S t z z S t x S t x S t z

z x x S t x n
 

ดังนั น  ( )=z S t z  นั่นคือ ( ) z F  เพราะฉะนั น z  เนื่องจาก lim ( , )
→

n
n

x z  หาค่าได้   

จึงสรุปได้ว่า nx  ลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงร่วม z  

 
 
 

เมื่อ  

เมื่อ  
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บทที่ 4 
ผลการวิจัย 

 
 ในบทนี จะกล่าวถึงผลจากการวิจัยที่ส้าคัญโดยมีเนื อสาระ ดังนี  
 
ผลการวิจัย 
 
 ผลจากการวิจัยจะได้ทฤษฎีบทและองค์ความรู้ที่ส้าคัญ โดยมีรายละเอียดดังต่อไปนี  

บทตั ง 1. ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง ( )0, 2   

ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้  ( ) : 0T t t=   และ 
 ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า ( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ 

 nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ  na  และ  nb  เป็นล้าดับใน [ , ] [0,1]a b   จะได้ว่า lim ( , )n
x

x z
→

 หาค่าได้ส้าหรับแต่ละ z  

 

ทฤษฎีบท 2. ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นส้าหรับ  0t    จะได้ lim ( , ( ) ) lim ( , ( ) ) 0n n n n
x x

x T t x x S t x 
→ →

= =  

 

ทฤษฎีบท 3. ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตปิด นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  



15 
 

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นล้าดับ  nx  ลู่เข้าแบบเดลต้าสู่จุดตรึงร่วม z  

ทฤษฎีบท 4. ให้ 0 และ ( ),X  เป็นปริภูมิ CAT( ) ที่ 


 −


2
diam(X)  ส้าหรับบาง 

( )0, 2   ให้  C  เป็นเซตกระชับ นูน ที่ไม่ใช่เซตว่าง และเป็นเซตย่อยของ X  ก้าหนดให้ 
 ( ) : 0T t t=   และ  ( ) : 0T t t =   เป็นเซตของการส่งกึ่งกรุปแบบไม่ขยาย สมมติว่า 

( ) ( )F F =      นิยามล้าดับ  nx  ใน C  โดย  

1

(1 ) ( )

(1 ) ( )

n n n n n n

n n n n n n

y a x a T t x

x b x b S t y+

= − 


= − 
 

ส้าหรับ    ,n na b  และ  nt  สอดคล้องกับเงื่อนไขต่อไปนี  

1. , [ , ] (0,1)n na b a b   
2. 0, lim inf 0, limsup 0n n n

x x
t t t

→ →
 =   และ  1lim( ) 0n n

x
t t+

→
− =   

ดังนั นล้าดับ  nx  ลู่เข้าแบบเข้มสู่จุดตรึงร่วม z  
 

จากการศึกษาค้นคว้าวิจัยในครั งนี ท้าใหไ้ด้ทฤษฎีและองค์ความรู้ใหมซ่ึ่งสามารถน้าไปใช้ในการอ้างอิง 
ผลงานทางวิชาการ รวมทั งสามารถน้าไปประยุกต์ใช้กับวิทยาศาสตร์บริสุทธิ์ และวิทยาศาสตร์ประยุกต์ 
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บทที่ 5      

สรุปผล อภิปราย และข้อเสนอแนะ 
 

 การศึกษากระบวนการท้าซ ้าเพ่ือประมาณค่าหาจุดตรึงร่วมส้าหรับการส่งสองกึ่งกรุปแบบไม่ขยายใน
ปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   ซึ่งได้ทฤษฎีบทและองค์ความรู้ใหม่ที่ส้าคัญยิ่ง  ส้าหรับเนื อหาในบทนี จะ
กล่าวถึง รายละเอียดเกี่ยวกับข้อสรุปจากการวิจัย อภิปรายผลจากการวิจัยและข้อเสนอแนะที่ส้าคัญดังต่อไปนี  
 
สรุปผลการวิจัย 
 การวิจัยนี เป็นการวิจัยพื นฐานเพ่ือหาเงื่อนไขที่จ้าเป็นและเพียงพอที่ท้าให้การปรับเปลี่ยนกระบวนการ
ท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับการส่งสองกึ่งกรุปแบบไม่ขยายในปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   
พร้อมทั งพิสูจน์ทฤษฎีบทการลู่เข้าของกระบวนการท้าซ ้าดังกล่าว ผลจากการวิจัยได้ข้อสรุปที่ส้าคัญ คือ ได้
เงื่อนไขที่จ้าเป็นและเพียงพอที่ท้าให้กระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาลู่เข้าสู่จุดตรึงร่วมส้าหรับการส่งสองกึ่งกรุป
แบบไม่ขยาย รวมทั งทฤษฎีบทการลู่เข้าที่ได้จากการวิจัยยังได้ครอบคลุมทฤษฎีบทการลู่เข้าที่ศึกษาโดย  
Eslamian และ Dhompongsa    
 
อภิปรายผล 
 ผลจากการวิจัยเกี่ยวกับการปรับเปลี่ยนกระบวนการท้าซ ้าอิชิคาวาส้าหรับสองกึ่งกรุปแบบไม่ขยายใน
ปริภูมิ CAT( ) ส้าหรับทุก 0   จะเห็นว่า ถ้าวางเงื่อนไขบางอย่างแล้วทฤษฎีบทลู่เข้าที่ได้จะครอบคลุม
ผลงานของ Eslamian และ Dhompongsa ในปริภูมิ CAT(0 ) ที่ศึกษาไว้ก่อนหน้านี  
 
ข้อเสนอแนะในการน้าผลการวิจัยไปใช้ 
 

การท้างานวิจัยในครั งนี เป็นการสร้างองค์ความรู้ใหม่ทางทฤษฎีจุดตรึง ผู้สนใจสามารถน้าไปใช้อ้างอิง 
งานวิจัยที่เกี่ยวข้องทางด้านทฤษฎีบทจุดตรึงและทฤษฎีบทการลู่เข้าในปริภูมิที่เก่ียวข้องได้ 
 
ข้อเสนอแนะในการท้าวิจัยครั งต่อไป 

 
 แนวทางการท้าวิจัยต่อพอสรุปได้ดังนี  
 1. ผู้ด้าเนินการวิจัย  สามารถศึกษากระบวนการท้าซ ้าอ่ืน ๆ ที่ครอบคลุมกระบวนการท้าซ ้าใน
โครงการวิจัยนี  
 2. ผู้ด้าเนินการวิจัยสามารถศึกษาการส่งที่คลาสใหญ่กว่าการส่งก่ึงกรุปแบบไม่ขยายได้  
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