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ABSTRACT 

A 2D-Flow Model of viscous incompressible fluid is formulated under a barrier 
of flowing in steady state system condition. This paper proposes FlexPDE Lite version 
6.50/W32 3D to solve this model. The numerical results show that the change of 
density and viscosity has influenced to velocity and pressure especially around this 
barrier. 
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รายการสัญลักษณ์ 

   

สัญลักษณ์และความหมาย        หน่วย 

  V  คือ เวกเตอร์ความเร็ว  (V ui vj  ) 

n  คือ เวกเตอร์หนึ่งหน่วยที่ตั้งฉากกับขอบของโดเมน 
    u  คือ ความเร็วในแนวแกน  x      /m s  

 v  คือ ความเร็วในแนวแกน  y       /m s   

  คือ ความหนืดพลศาสตร์       2/N s m  
   คือ ความหนาแน่น         

3/kg m  

 0  คือ ความหนาแน่นเริ่มต้น      
3/kg m  

 p  คือ ความดัน        2/N m  

 0p  คือ ความดันบรรยากาศเริ่มต้น      2/N m  

   คือ ความเค้น        2/N m   

 xx  คือ ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน  x      2/N m   

 yy  คือ ความเค้นตั้งฉากในแนวแกน  y      2/N m   

 yx  คือ ความเค้นเฉือนในแนวแกน  x      2/N m   

 xy  คือ ความเค้นเฉือนในแนวแกน  y      2/N m   

 t  คือ เวลา         s  

 F  คือ แรง       N  

 xF  คือ แรงรวมในแนวแกน  x       N   
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xf  คือ แรงในแนวแกน  x      N  

 
yf  คือ แรงในแนวแกน  y      N  

 m  คือ มวลของก้อนของไหล       kg   
 a  คือ ความเร่งของมวลในแนวแกน  x      2/m s  

xa  คือ ความเร่งของมวลในแนวแกน  x      2/m s   
 0  คือ ผนังของโดเมนซึ่งเป็นส่วนที่ของไหลไหลผ่านไม่ได้ 

 1  คือ สิ่งกีดขวางภายในโดเมนซึ่งเป็นส่วนที่ของไหลไหลผ่านไม่ได้ 

 
x

in  คือ ทางท่ีของไหลไหลเข้าสู่โดเมนในแนวแกน  x  

 
y

in  คือ ทางท่ีของไหลไหลเข้าสู่โดเมนในแนวแกน  y  

 x

out  คือ ทางท่ีของไหลไหลออกจากโดเมนในแนวแกน  x  
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รายการสัญลักษณ์ (ต่อ) 

 สัญลักษณ์และความหมาย      

D

Dt
     คือ  อนุพันธ์สัมบูรณ์  D

u v
Dt t x y

   
   
   

 

       คือ เกรเดียนต์  i j
x y

  
   

  
 

 ( , )iN x y  คือ    ฟังก์ชันการประมาณภายในสมาชิก  เมื่อ  i =  1, 2, 3 

   i          คือ  ตัวไม่รู้ค่าท่ีจุดต่อ  เมื่อ  i =  1, 2, 3 

 N          คือ    เมทริกซ์แถวนอน 

            คือ  เมทริกซ์แถวตั้ง 
   w           คือ  ฟังก์ชันน้ าหนัก   
             คือ  โดเมน, พ้ืนที่ของสมาชิก 
          คือ  เส้นโค้ง,  ขอบของโดเมน 
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บทที่ 1 
บทน า   

 
1.   ความเป็นมาและความส าคัญของปัญหา 
      ของไหล (fluid) โดยทั่วไปจะหมายถึงสสารในสถานะของเหลวหรือก๊าซ ซึ่งไม่สามารถคงรูปอย่างถาวร
ด้วยตัวของมันเอง แต่จะมีรูปร่างได้ภายในภาชนะหรือสิ่งที่บรรจุอยู่ ถ้ามองในระดับอนุภาคจะพบว่าโดยทั่วไป
อะตอมหรือโมเลกุลของของไหลจะมีการเคลื่อนที่ไปมา และท าให้เกิดพลังงานจากอนุภาคหนึ่งไปสู่อนุภาคหนึ่ง
หรือสู่ผนังของภาชนะท่ีบรรจุอยู่  ในทางตรงกันข้ามอนุภาคของของแข็งจะอยู่ในที่อยู่นิ่งไม่สามารถเคลื่อนที่ได้  
ความหมายอย่างง่ายทางกลศาสตร์  ของไหล คือสสารที่ไม่มีความต้านทานแรงดึงหรือแรงเฉือนได้  โดย
ปราศจากการเคลื่อนที่ ส่วนของแข็ง คือสสารที่สามารถต้านทานแรงดึงและแรงเฉือนได้ และสามารถคืนตัวสู่
รูปร่างเดิมได้ (ในกรณีที่ยังไม่เกินพิกัดความยืดหยุ่น)  
     การแก้ปัญหาทางด้านวิศวกรรมศาสตร์ และวิทยาศาสตร์ มีส่วนอย่างมากในการสร้างเสริมปรับปรุงความ
เป็นอยู่ของมนุษย์ให้ดียิ่งขึ้น ปรากฏการณ์ส่วนใหญ่ที่เกิดขึ้นรอบตัวสามารถอธิบายได้โดยใช้กฎเกณฑ์ทาง
ฟิสิกส์และท าการประดิษฐ์ขึ้นในลักษณะของสมการต่างๆ ซึ่งอาจจะอยู่ในของสมการเชิงอนุพันธ์(differential 
equations) หรือ ในรูปแบบของสมการปริพันธ์ (integral equations) เป็นต้น สมการเชิงอนุพันธ์ที่สอดคล้อง
กับปัญหาต่างๆ ผลเฉลยแม่นตรง (exact solution) ที่ต้องการและจ าเป็นต้องประดิษฐ์ขึ้นโดยระเบียบวิธี
วิเคราะห์ (analytical method) นั้นท าได้ยากมาก เหตุผลดังกล่าว ก่อให้เกิดวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณ 
(approximate solution) ขึ้น ระเบียบวิธีการหาผลเฉลยโดยประมาณนั้นมีหลายแบบ วิธีที่ได้รับความนิยมกัน
อย่างกว้างขวางในอดีตที่ผ่านมา คือ ระเบียบวิธีผลต่างสืบเนื่อง (finite difference method) อีกวิธีหนึ่งที่
เรียกว่า ระเบียบวิธีสมาชิกจ ากัด (finite element method) ซึ่งนิยมเรียกด้วยค าย่อกันว่า FEM ระเบียบวิธี
สมาชิกจ ากัดนี้  สามารถน ามาใช้กับปัญหาที่มีรูปร่างลักษณะซับซ้อนได้เป็นอย่างดี  สามารถจ าลองรูปร่าง
ลักษณะดั้งเดิมที่แท้จริงได้ใกล้เคียงเที่ยงตรง กล่าวคือ เริ่มจากการแบ่งรูปร่างของปัญหาออกเป็นชิ้นๆ ที่
เรียกว่า สมาชิก  
     ในกาวิเคราะห์ปัญหานั้น ประกอบด้วยสมการเชิงอนุพันธ์และเงื่อนไขขอบเขตที่ก าหนดมาให้ ผลเฉลยแม่น
ตรง (exact solution) ที่ประดิษฐ์ขึ้นมาได้จะประกอบด้วยค่าของตัวแปรตามต าแหน่งต่าง ๆ กันบนรูปร่าง
ลักษณะของปัญหานั้น หรือกล่าวอีกนัยหนึ่งคือ ผลเฉลยแม่ตรงจะประกอบด้วยค่าต่าง ๆ ทั้งหมดนับเป็น
จ านวนอนันต์ค่า แทนที่จะท าการหาผลเฉลยแม่นตรงที่ประกอบด้วยค่าต่าง ๆ จ านวนมากมายเช่นนี้ในทาง
ปฏิบัตินั้นเป็นไปไม่ได้ หลักการก็คือ ท าการลดค่าทั้งหมดที่มีจ านวนอนันต์ค่านั้นมาเป็นค่าโดยประมาณใน
จ านวนที่นับได ้(finite) ด้วยการแทนรูปร่างลักษณะของปัญหาด้วยสมาชิก ซึ่งมีขนาดต่าง ๆ กัน 
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      งานวิจัยนี้ศึกษาปัญหาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยไม่เชิงเส้น (non - linear partial differential equation) 
ซึ่งเป็นปัญหาทางคณิตศาสตร์ที่น่าสนใจและเกี่ยวข้องกับปัญหาต่าง ๆ ทางฟิสิกส์ด้วย การไหลของของไหล
อธิบายทางคณิตศาสตร์ด้วยสมการนาเวียร์-สโตกส์ ซึ่งประกอบด้วย  
สมการของการอนุรักษ์มวล (Conservation of mass)  
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u                                                      (1.1)  

สมการอนุรักษ์โมเมนตัม (Conservation of momentums) 
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สมการอนุรักษ์พลังงาน (Consevation  of energy equation )  
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 โดยที่     u  คือ ความเร็วในแนวแกน x  (x-component of the flow velocity) 
 v  คือ ความเร็วในแนวแกน y  (y-component of the flow velocity) 
   คือ ความหนาแน่น (density)  
    คือ ความหนืดพลศาสตร์ (dynamic viscosity)          

p  คือ ความดันของของไหล (pressure)  
  T   คือ อุณหภูมิของของไหล       
   cT  คือ อุณหภูมิเย็นที่ผนัง          
   hT    คือ อุณหภูมิร้อนที่ผนัง       
           g  คือ ความเร่งแรงโน้มถ่วงของโลก                
      คือ สัมประสิทธิ์การขยายตัวตามอุณหภูมิ 
 2.     วัตถุประสงค์ของการวิจัย  
        2.1   ศึกษาลักษณะการไหลของของไหลแบบมีความหนืดที่ไม่อัดตัวใน 2 มิติ โดเมนการไหลมีสิ่งกีด
ขวาง และระบบอยู่ในสภาวะคงตัว 
        2.2   เพ่ือพัฒนาวิธีสมาชิกจ ากัดส าหรับปัญหาการไหลผ่านของของไหลแบบมีความหนืดและอัดตัวไม่ได้
ใน 2 มิติบริเวณท่ีก าหนด กับเงื่อนไขขอบ 
        2.3   เพ่ือศึกษาค่า Prandtl (Pr) ของของไหลที่มีผลต่อของไหล 
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3.     ประโยชน์ที่คาดว่าจะได้รับ 

3.1   ได้ความรู้เกี่ยวกับลักษณะการไหลของของไหลแบบมีความหนืดที่ไม่อัดตัวใน 2 มิติ โดเมนการ
ไหลมีสิ่งกีดขวาง และระบบอยู่ในสภาวะคงตัว 
           3.2   สามารถแก้ไขปัญหาเกี่ยวกับสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยโดยใช้ระเบียบวิธีสมาชิกจ ากัดส าหรับ
ปัญหาการไหลผ่านของของไหลแบบมีความหนืดและอัดตัวไม่ได้ใน 2 มิติบริเวณท่ีก าหนด กับเงื่อนไขขอบได ้
4.     ขอบเขตและข้อจ ากัดของการวิจัย 

        การศึกษาวิจัยครั้งนี้ใช้วิธีสมาชิกจ ากัดศึกษาผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการการไหลแบบมีความ หนืด
และไม่อัดตัว โดยใช้วิธีสมาชิกจ ากัดด้วยโปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D   
ซึ่งการศึกษางานนี้จะพิจารณาพารามิเตอร์ของเลขพรันด์เทิล และเลขเรย์ลีที่อยู่ในช่วง  โดยการศึกษาสมการ
เชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์แบบไร้มิติดังนี้ 
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ฟังก์ชันสายธาร (Stream function) ส าหรับการไหลในสองมิติแบบไร้มิติ ดังนี้ 
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โดยที่  X  คือ ระยะทางในแนวนอนแบบไร้มิติ       

   Y      คือ ระยะทางในแนวต้ังแบบไร้มิติ 
 V     คือ ระยะทางในแนวแกน Y  แบบไร้มิติ 

  U  คือ ความเร็วในแนวแกน  X  แบบไร้มิติ  
   P      คือ ความดันแบบไร้มิติ  

Pr  คือ เลขพรันด์เทิล 
   Ra  คือ เลขเรย์ลี 
         คือ อุณหภูมิแบบไร้มิติ 
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    คือ ฟังก์ชันสายธารแบบไร้มิติ 
T  คือ อุณหภูมิของของไหล       

cT  คือ อุณหภูมิเย็นที่ผนัง          

hT    คือ อุณหภูมิร้อนที่ผนัง 



                                                                                                                                            ก 

 
 

บทที่ 2  
ความรู้พื้นฐาน  

 
2.1.   พื้นฐานทางกลศาสตร์ของไหล 
      ของไหล (fluid) หมายถึง สสารที่เปลี่ยนแปลงรูปร่างได้อย่างต่อเนื่อง เมื่อมีแรงเฉือน (shear force) มา
กระท า ซึ่งแรงเฉือนนี้อาจมีขนาดเพียงเล็กน้อยก็สามารถท าให้ของไหลเปลี่ยนแปลงรูปร่างได้   
      การวิเคราะห์ปัญหาที่เกี่ยวข้องกับการไหลโดยทั่วไปจ าเป็นต้องแก้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย  (partial 
differential equations) ที่ใช้อธิบายพฤติกรรมของการไหลซึ่งประกอบด้วย สมการอนุรักษ์มวล 
(conservation of mass) สมการอนุรักษ์โมเมนตัม (conservation of momentum) และสมการอนุรักษ์
พลังงาน (conservation of energy)  
      ในวิทยานิพนธ์นี้เป็นการศึกษาการไหลแบบราบเรียบมีความหนืดที่ไม่อัดตัว  (viscous incompressible 
flow) ในสองมิติ ดังนั้นความหนาแน่นของการไหลอาจถูกสมมติให้มีค่าคงที่ได้ และส าหรับการไหลที่มี
ความเร็วต่ านั้น อุณหภูมิของของไหลจะถูกสมมติให้กระจายสม่ าเสมอทั่วทั้งโดเมนของการไหล ท าให้สมการ
อนุรักษ์พลังงานไม่มีความสัมพันธ์กับสมการอนุรักษ์มวล และโมเมนตัม  
        2.1   สมการอนุรักษ์มวล (conservation of mass) 
            การประดิษฐ์สมการเชิงอนุพันธ์ย่อยของการไหลในสองมิติที่ได้จากกฎการอนุรักษ์มวลสามารถ
ประดิษฐ์ขึ้นได้ โดยพิจารณาจากการไหลผ่านกรอบเล็กๆ ขนาดกว้าง dxและ dy  ดังแสดงในภาพที่ 2.1 ณ 
ต าแหน่งใดต าแหน่งหนึ่งที่ตรึงอยู่ในโดเมนของการไหล (วินัย, 2546) 
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ภาพที่ 2.1   รูปแบบแสดงฟลักซ์ของมวลของไหลผ่านกรอบเล็กๆ ที่ตรึงอยู่ในโดเมนของการไหล 
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     เนื่องจากทั้งความหนาแน่น  และความเร็ว u  นั้นเปลี่ยนแปลงไปตลอด ดังนั้นปริมาณฟลักซ์ของ
มวลที่เพ่ิมข้ึนในแนวแกน x  ผ่านขอบ dy  ของการไหลผ่านกรอบเล็กๆ นี้ คือ 
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ในท านองเดียวกันปริมาณฟลักซ์ของมวลที่เพ่ิมขึ้นในการไหลผ่านขอบ dx  ล่างไปยังขอบบนคือ 
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ดังนั้นผลรวมของปริมาณฟลักซ์ของมวลที่เพ่ิมขึ้นจากการไหลผ่านกรอบเล็ก ๆ นี้มีค่าเท่ากับ 
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และเนื่องจากปริมาณของมวลในกรอบเล็กๆ นี้คือ  dxdy  ดังนั้นอัตราการเปลี่ยนแปลงของมวลหรือ
ปริมาณฟลักซ์ของมวลที่ลดลงไปคือ  

                                  dxdy
t




                                         (2.4) 

 แต่มวลในกรอบเล็กๆ นี้ต้องไม่เกิดการสูญหาย ดังนั้นปริมาณฟลักซ์ของมวลที่เพ่ิมขึ้นจากการไหลผ่านขอบ 
dx  และ dy  ต้องเท่ากับปริมาณฟลักซ์ของมวลในกรอบเล็กๆ ที่ลดลงนั่นคือ  
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หารสมการ (2.5) ด้วย dxdy  แล้วจัดรูปใหม่ จะได้ 
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                                            (2.7) 

โดยที่    
 

j
y

i
x











                                                                                          (2.8) 

และ   jviuV


  แทนค่าเวกเตอร์ ความเร็วของการไหล                                                  (2.9) 
       สมการ (2.6) นี้คือสมการอนุรักษ์มวลที่อยู่ในรูปแบบของพจน์อนุพันธ์อันดับหนึ่งซึ่งประกอบด้วยตัวไม่รู้
ค่าจ านวน 3 ค่า ได้แก่ความเร็วของการไหล vu, และความหนาแน่น   แต่เนื่องจากวิทยานิพนธ์นี้เป็น
การศึกษาการไหลแบบหนืดแต่ไม่อัดตัวซึ่งความหนาแน่นของก้อนของไหลมีค่าคงที่  ดังนั้นสมการ (2.6) จึงลด
รูปลงเป็น 

                              0
u v

x y

 
 

 
                                               (2.10) 

หรือ                                                   0 V


                                                  (2.11) 
 
สมการอนุรักษ์มวล (2.6) สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของเทนเซอร์ได้คือ 
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             
0

i

i

u

t x

 
 

 
           2,1i              (2.12) 

     2.2   สมการอนุรักษ์โมเมนตัม (conservation of momentum)  
สมการอนุรักษ์โมเมนตัมสามารถประดิษฐ์ขึ้นได้โดยอาศัยกฎข้อที่สองของนิวตัน (Newton’s second 

law) ที่กล่าวว่า ผลรวมของแรงภายนอกเท่ากับมวลคูณด้วยอัตราเร่ง ซึ่งสามารถเขียนความสัมพันธ์ โดยให้ F  
แทนเวกเตอร์ของแรง m  แทนมวล และ a

  แทนเวกเตอร์ของความเร่ง ได้ดังนี้ 
              F ma                                                             (2.13) 

ดังนั้นหากพิจารณามวลซึ่งมีขนาดกว้าง dxและ dy ที่ก าลังเคลื่อนที่ไปกับการไหลดังแสดงในภาพที่ 2.2                    
        

                                    
dxdy

y

yy

yy 














    dxdy

y

p
p 












  

  
 

  
  

 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพที่ 2.2   แรงต่าง ๆ ที่กระท าบนผิวของก้อนของไหลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหล 

 

แรงภายนอกทางด้านซ้ายมือของสมการ (2.13) ประกอบด้วย 
                 1.2.1   แรงอันเนื่องมาจากน้ าหนักของก้อนของไหลเอง (body force) ซึ่งเป็นแรงอันเนื่องมาก
จากความโน้มถ่วงของโลก 
                 1.2.2   แรงกระท าที่ผิวต่าง ๆ บนก้อนของไหล (surface forces) ซึ่งประกอบด้วยแรงอันเนื่อง
มากจากความดัน p , ความเค้นตั้งฉาก (normal stress) yyxx  ,  และความเค้นเฉือน (shear stress) 

yxxy  , ส าหรับดรรชนีล่างของความเค้นเฉือนต่าง ๆ นั้นก าหนดได้โดยให้ตัวห้อยแรกแทนทิศทางที่ตั้งฉากกับ
ทิศแกนของความเค้น ส่วนตัวห้อยหลังแทนทิศทางที่ความเค้นนี้กระท า หากพิจารณาเฉพาะความสัมพันธ์ของ
กฎข้อที่สองของนิวตันในทิศแกน x  คือ  
       xx

F ma                                                           (2.14) 
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โดยที่ xF  และ xa  เป็นค่าของแรงและความเร่งในทิศแกน x  ตามล าดับ                                       
หากก าหนดให้ f  แทนน้ าหนักของตัวของไหลแล้วแรงอันเนื่องมาจากน้ าหนักของตัวของไหลเองในทิศทาง
แกน x  คือ  
        dxdyf x                                          (2.15) 

และแรงรวมที่กระท าที่ผิวต่าง ๆ ในทิศแกน x  ของก้อนมวลนี้คือ  

   dxdy
y

dydx
x

dydx
x

p
pp yx

yx

yxxx
xx

xx 





























































 





         (2.16) 

ดังนั้นแรงรวมทั้งหมดในทิศแกน x  ที่เกิดจากพจน์ต่าง ๆ ในสมการ (2.15) และ (2.16) คือ 

dxdyfdxdy
yxx

p
F x

yxxx
x 

























                                (2.17) 

ส่วนมวลของก้อนของไหลนี้คือ  
                 dxdym                                                           (2.18) 

ส าหรับค่าความเร่งของมวลในสมการ (2.14) คืออัตราการเปลี่ยนแปลงของความเร็ว u  ของมวลที่ก าลัง
เคลื่อนที่นั้นต่อเวลา 

    
Dt

Du
ax                                           (2.19) 

แทนค่าสมการ (2.17) – (2.19) ลงในกฎข้อที่สองของนิวตันในสมการ (2.14) แล้วหารตลอดด้วย dxdy   
จะได้  

         x

yxxx f
yxx

p

Dt

Du



 














                           (2.20) 

ในท านองเดียวกันกฎข้อที่สองของนิวตันส าหรับทิศแกน y  ก่อให้เกิดสมการอนุพันธ์ที่สอดคล้องกันดังนี้ 

      y

yyxy
f

yxy

p

Dt

Dv



 














                                     

(2.21) 
ค่าอนุพันธ์สัมบูรณ์ทางด้านซ้ายมือของสมการ (2.20)-(2.21) สามารถแปลงให้อยู่ในรูปอนุพันธ์ย่อย โดยอาศัย
ความสัมพันธ์ดังแสดงในสมการ (2.22) คือ 

       
y

v
x

u
tDt

D














                               (2.22) 

หรือ         






V

tDt

D                                          (2.23) 

เมื่อประยุกต์ความสัมพันธ์ในสมการ (2.22) เข้ากับความเร็ว u  และ v  ท าให้ได้  

   
y

u
v

x

u
u

t

u

Dt

Du














                            (2.24) 

และ    
y

v
v

x

v
u

t

v

Dt

Dv














                (2.25) 
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แทนค่าอนุพันธ์สัมบูรณ์ของความเร็ว u  และ v  ลงในสมการ (2.20)-(2.21) จะได้ 

  x

yxxx f
yxx

p

y

u
v

x

u
u

t

u



 




































              (2.26) 

  y

yyxy
f

yxy

p

y

v
v

x

v
u

t

v



 




































              (2.27) 

ส าหรับของไหลแบบนิวโตเนียน (Newtonian fluid) ซึ่งมีคุณสมบัติว่าค่าความเค้นแปรผันโดยตรงกับการ
เปลี่ยนแปลงของความเร็ว (velocity gradient) สามารถเขียนเป็นความสัมพันธ์ได้ดังนี้                

                                                 
 

x

u
Vxx




  2


                           (2.28) 

             
y

v
Vyy




  2


                 (2.29) 

            


















x

v

y

u
yxxy             (2.30) 

โดย  แทนค่าความหนืดพลศาสตร์ (dynamic viscosity) และ   แทนค่าความหนืดที่สอง (second 
viscosity) ซึ่งหากเป็นปัญหาการไหลแบบไม่อัดตัวค่า   จะไม่ถูกน ามาใช้ในการค านวณ เมื่อแทนค่าความเค้น
ต่าง ๆ ที่อยู่ในรูปของความเร็วจากสมการ (2.28) - (2.30) ลงในสมการ (2.26) - (2.27) จะก่อให้เกิดสมการ
เชิงอนุพันธ์ย่อยที่สอดคล้องกับกฎการอนุรักษ์โมเมนตัม ซึ่งเรียกกันโดยทั่วไปว่า  สมการนาเวียร์-สโตกส์ 
(Navier-Stokes equations) ดังนี้ 

  xf
x

v

y

u

y
V

x

u

xx

p

y

u
v

x

u
u

t

u
 









































































 
2         (2.31) 

  yfV
y

v

yx

v

y

u

xy

p

y

v
v

x

v
u

t

v
 









































































 
2           (2.32)   

 
ส าหรับการไหลแบบไม่อัดตัวในสองมิติหากไม่คิดแรงเนื่องจากน้ าหนักของของไหลจะท าให้สมการนาเวียนร์ -
สโตกส์ลดรูปลงเป็น 











































































x

v

y

u

yx

u

xx

p

y

u
v

x

u
u

t

u
2

1






            (2.33) 











































































y

v

yx

v

y

u

xy

p

y

v
v

x

v
u

t

v
2

1






            (2.34) 

 
สมการอนุรักษ์โมเมนตัมในสมการ (2.33)-(2.34) สามารถเขียนโดยใช้สัญลักษณ์ของเทนเซอร์  (tensor 
notations)ได้คือ  

          
j

ij

ij

i
j

i

xx

p

x

u
u

t

u


















 



11          2,1, ji             (2.35) 
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2.3 สมการอนุรักษ์พลังงาน (Conservatios of energy equation) 

  ความเป็นจริงชนิดที่สามของการไหลโดยทั่วไปที่สามารถน ามาสร้างขึน้เป็นสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย

เพ่ิมเติมได้อีกนั่นคือ กฎที่ว่าพลังงานนั้นไม่สูญหายไป (Conservatios of energy) จะพิจารณามวลที่มีขนาด

กว้าง dx  และ dy  โดยมีความลึกหนึ่งหน่วยซึ่งก าลังเคลื่อนที่ไปกับการไหล ดังภาพที่ 2.3  

dx
y

u
u

yx

yx 



















  

 

      
 
 

  
 dyu xx  

 
 
 
 
 

  
ภาพที่ 2.3 รูปแบบแสดงงานที่เกิดขึ้นและปริมาณฟลักซ์ในทิศแกน x  ที่ไหลผ่านก้อนมวลซึ่งเคลื่อนที่ไป

กับการไหล เพื่อใช้ในการสร้างสมการเชิงอนุรักษ์พลังงาน 

สมการเชิงอนุรักษ์พลังงานสามารถสร้างขึ้นได้โดยใช้กฎข้อแรกของเทอร์โมไดนามิกส์ ซึ่งกล่าวว่าอัตรา

การเปลี่ยนแปลงของพลังงานในก้อนมวลจะเท่ากับปริมาณฟลักซ์ความร้อน ที่ให้แก่ก้อนมวลบวกกับอัตราของ

งานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงต่าง ๆ ที่กระท าบนก้อนมวลนั้น 

  อัตราการเปลี่ยนแปลง             ปริมาณฟลักซ์           อัตราของงานที่เกิดขึ้น 

   ของพลังงาน       =     ความร้อนที่ให้     +     เนื่องจากแรงต่าง ๆ 

         ก้อนมวล                 แก่ก้อนมวล                บนก้อนมวลนั้น 

หรือ A            =   B        + C                    (2.29) 
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โดย BA,  และ C  แทนความหมายต่าง ๆ ดังแสดงในสมการ (2.29) นี้หากเริ่มต้นพิจารณาที่พจน์ C  ซ่ึง

แทนอัตราของงานที่เกิดข้ึนเนื่องจากแรงต่าง ๆ ที่กระท าบนก้อนมวลนี้ แรงชนิดแรกคือแรงจากน้ าหนักของ

ก้อนมวลนั้นเอง ซึ่งเมื่อคูณกับความเร็วของการไหลในทิศทางนั้นก่อให้เกิดอัตราของงานคือ 

           )(dxdyVf


  

 โดยที่ f


 คือแรงจากน้ าหนักของก้อนมวลและ   vjuiV 
 คือความเร็วของการไหล 

จากภาพที่ (2.3) อัตราของงานที่เพ่ิมขึ้นจากความดัน p  ที่กระท าบนด้าน dy  ในทิศแกน x  คือ 

   
dxdy

x

up
dydx

x

up
upup

























  

อัตราของงานที่เพ่ิมข้ึนจากความเค้นตั้งฉาก xx   ที่กระท าบนด้าน dy  ในทิศแกน x   คือ 

   
dxdy

x

u
dyudydx

x

u
u xx

xx
xx

xx






















  

และอัตราของงานที่เพ่ิมขึ้นจากความเค้นเฉือน yx  ที่กระท าบนด้าน dx  ในทิศแกน x  คือ 
   

dxdy
y

u
dxudxdy

y

u
u

yx

yx

yx

yx






















  

ในท านองเดียวกัน อัตราของงานที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงต่าง ๆที่กระท าบนก้อนมวลในทิศแกน y  ก็สามารถ
ประดิษฐ์ขึ้นได้เช่นกัน ก่อให้เกิดอัตราของงานทั้งหมดที่เกิดขึ้นเนื่องจากแรงต่าง ๆ บนก้อนมวลนี้คือ  

           
dxdyVfdxdy

y

v

x

v

y

u

x

u

y

vp

x

up
C

yyxyyxxx


.















































  

ส าหรับพจน์ B  ซึ่งแทนปริมาณฟลักซ์ความร้อนที่ให้แก่ก้อนมวลนั้น และจากภาพที่ 2.9 ปริมาณฟลักซ์สุทธิ

อันเนื่องมาจากการถ่ายเทความร้อนในทิศแกน x  และผ่านขอบ dy  ทั้งด้านซ้ายและด้านขวาของก้อนมวลนั้น

คือ 

dxdy
x

q
dydx

x

q
qq xx

xx
























  

ในท านองเดียวกัน ปริมาณฟลักซ์สุทธิอันเนื่องมาจากการถ่ายเทความร้อนในทิศแกน y ผ่านขอบ dx  ทั้งทาง
ด้านล่างและด้านบนของก้อนมวลนั้นคือ 

dxdy
y

q
dxdy

y

q
qq

yy

yy

























  
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ดังนั้น ปริมาณฟลักซ์ความร้อนทั้งหมดที่เกิดข้ึนบนก้อนมวลนี้คือ 
 

dxdy
y

q

x

q
B

yx

















                                         (2.30) 

 

แต่กฎของฟูริเยอร์ (Fourier’s law) ปริมาณฟลักซ์ความร้อน xq  และ yq  นั้นแปรผันขึ้นอยู่กับความชันของ
อุณหภูมิ (temperature gradient) ดังนี้ 

y

T
kq

x

T
kq yx









 ,                           (2.31) 

โดยที่ k  แทนสัมประสิทธิ์การน าความร้อน (Thermal conductivity) ของของไหล ดังนั้น พจน์  B จึงกลาย
มาเป็น 

dxdy
y

T
k

yx

T
k

x
B 








































               (2.32) 

ส่วนพจน์  A  ซึ่งแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในก้อนมวลอันประกอบด้วยพลังงานภายใน 
(Internal energy) ซึ่งเกิดการเคลื่อนไหวของโมเลกุลภายในของไหลนั้น และพลังงานจลน์ (Kinetic  energy) 
ซึ่งเกิดขึ้นเนื่องจากของไหลนั้นเกิดการไหล หาก  e   แทนพลังงานภายใน และ 2/2V    
คือพลังงานจลน์ที่ก้อนมวลนั้นไหลด้วยความเร็ว V ดังนั้น พลังงานรวม (Total energy) คือ 2/2Ve ซึ่งมี
หน่วยต่อหนึ่งหน่วยมวลเนื่องจากปริมาณมวลทั้งหมดของก้อนมวลคือนี้   dxdy  ดังนั้น พจน์ A  ซึ่งคือ
อัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในก้อนมวลซึ่งเคลื่อนที่ไปกับการไหลนี้คือ 

dxdy
V

e
Dt

D
A 










2

2

      (2.33)  

ท าการแทน พจน์ A ซึ่งแทนอัตราการเปลี่ยนแปลงของพลังงานในก้อนมวลจากสมการ (2.33)  

               พจน์ B  ซึ่งแทนปริมาณฟลักซ์ความร้อนที่ให้แก่ก้อนมวลจากสมการ (2.32)  
               พจน์ C  ซึ่งแทนอัตราของงานที่เกิดขึ้นจากแรงต่าง ๆ ที่กระท าบนก้อนมวลจากสมการ (2.29) 
ลงในสมการ (2.28) แล้วหารตลอดด้วย dxdy ก่อให้เกิดสมการเชิงอนุรักษ์พลังงาน ดังนี้ 

   
y

vp

x

up

y

T
k

yx

T
k

x

V
e

Dt

D




















































2

2


 

       
Vf

y

v

x

v

y

u

x

u yyxyyxxx





















 


             (2.34) 

หากก าหนดให้   แทนพลังงานรวม (Tonal energy) ซึ่งประกอบไปด้วยพลังงานภายใน e  และพลังงาน 
2/2V  ดังนี้ 

222

222 vu
e

V
e          (2.35) 
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ส าหรับพจน์ทางด้านขวาของสมการ (2.34) นี้ประกอยด้วยความเค้นตั้งฉาก yyxx  ,   และความเค้น
เฉือน yx ซึ่งมีค่าเท่ากับ xy ค่าความเค้นย่อยเหล่านี้สามารถเขียนให้อยู่ในรูปของค่าความหนืด  และ
ความเร็ว u และ v ส าหรับของไหลแบบนิวโทเนียนตามสมการ (2.17) –(2.19) เนื่องจากค่าความดัน p  
จัดเป็นความเค้นตั้งฉากชนิดหนึ่ง ดังนั้น สมการ (2.34) จึงสามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบที่กะทัดรัดได้หาก
ก าหนดความเคนตั้งฉากรวมดังนี้  

p
x

u
pxxxx 




  2       (2.36) 

p
x

v
pyyyy 




  2        (2.37) 

และ     


















y

u

x

v
xyyx            (2.38) 

โดยเฉพาะในกรณีของไหลแบบไม่อัดตัวภายใต้สถานะอยู่ตัว เมื่อแทนความเค้นตั้งฉากรวมแล้ว yyxx  , แล้ว

สมการอนุรักษ์พลังงาน (2.34) จะลดรูปลงเป็น 

   
y

u

x

u

y

T
k

yx

T
k

xDt

D yxxx












































  

 
   

Vf
y

v

x

v yyxy














            (2.39) 

พิจารณาพจน์แรกของสมการ (2.39)  

























ty
v

x
u

Dt

D 



   

ในการไหลแบบไม่อัดตัวภายใต้สถานะอยู่ตัวนั้น จึงสามารถอยู่ได้ดังนี้ 




















y
v

x
u

Dt

D 



             (2.40) 

แทนค่าสมการ (2.40) ลงในสมการ (2.39) จะได้ 

   
y

u

x

u

y

T
k

yx

T
k

xy
v

x
u

yxxx


























































 
  

   
Vf

y

v

x

v yyxy














                     (2.41) 

ท าการแทนพลังงานรวมในรูปแบบของพลังงานภายใน e และพลังงานจลน์  2/2V  จากสมการ  (2.35)  ลง
ทางด้านซ้ายมือของสมการ (2.41) จะได้ 






































































y

T
k

yy

T
k

x

vu
e

y
v

vu
e

x
u

2222

2222

  
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       
Vf

y

v

x

v

y

u

x

u yyxyyxxx


.





















     (2.42) 

ท าการกระจายพจน์ต่าง ๆ ทางด้านซ้ายมือของสมการ (2.42) นี้ออกมา จะได้ 








































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











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





























y

T
k

yx

T
k

xy

v
v

x

v
uv

y

u
v

x

u
uu

y

e
v

x

e
u   

x

v

x
v

y

u

y
u

x

u

x
u xy

xy

yx

yx

xx
xx





























 








 

vfuf
y

v

y
v yxyy

yy














            (2.43) 

จากนั้นท าการย้ายข้างและจัดพจน์ต่าง ๆ ในสมการ (2.43) นี้ให้เหมาะสมดังนี้ 














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


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
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


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


x
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yxy
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u
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e
u





  




































 y

yyxy
f

yxy

v
v

x

v
uv





  

y

v

x

v

y

u

x

u

y

T
k

yx

T
k

x
yyxyyxxx




















































                (2.44) 

 
ผลรวมของพจน์ต่าง ๆ ในวงเล็บสี่เหลี่ยมแรกและสี่เหลี่ยมที่สองทางด้านซ้ายมือของสมการ (2.52) นี้ ต่างมีค่า
เท่ากับศูนย์ซึ่งสอดคล้องกับสมการอนุรักษ์โมเมนตัม (2.15) และ (2.16)  ตามล าดับ ส่วนค่า 
ความเค้นต่าง ๆ ทางด้านขวามือของสมการ (2.44) นี้สามารถเขียนให้อยู่ในรูปแบบของความ 
เร็วส าหรับของไหลแบบนิวโทเนียนตามสมการ (2.36) - (2.38) เป็นผลให้สมการ (2.44) กลายมาเป็น 
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พจน์ที่เกี่ยวข้องกับความดัน  p  ทางด้านขวามือของสมการ  (2.45) จ านวนสองพจน์นี้เมื่อรวม 
กันแล้วมีค่าเท่ากับศูนย์สอดคล้องตามสมการเชิงอนุรักษ์มวล (2.6) ที่ว่า  0//  yvxu    
ดังนั้น สมการเชิงอนุรักษ์พลังงาน  (2.45) จึงสามารถลดรูปได้เป็น 
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โดย    แทนฟังก์ชันการกระจายความหนืด (Viscous dissipation function) ดังนั้น 
222
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พจน์สุดท้ายทางด้านขวามือของสมการ (2.46) แทนการกระจายของพลังงานความหนืดซึ่งเป็น 
อัตราการสูญเสียพลังงานกล (Mechanical energy) ในการเปลี่ยนแปลงพลังงานความร้อน 
 (Thermal energy) อันเนื่องมาจากผลของความหนืดของของไหล ส าหรับการไหลที่มีความเร็วค่อนข้างต่ านั้น
การเปลี่ยนแปลงรูปแบบของพลังงานเนื่องมาจากพจน์การกระจายความหนืดนี้มีค่าน้อยซึ่งอาจละทิ้งได้ เป็น
ผลให้สมการเชิงอนุรักษ์พลังงานลดรูปลงสู่รูปแบบที่กะทัดรัดมากยิ่งขึ้น  ดังนี้ 
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และค่าพลังงานภายใน e  อาจมสมมุติให้แปรผันตามไปกับค่าของอุณหภูมิ  T ดังนี้ 
Tce p  

โดย  pc  แทนความร้อนจ าเพาะของของไหลที่มีปริมาณคงตัว  (Specific heat at constant volume) และ
หากก าหนดให้ความร้อนจ าเพาะนี้มีค่าคงที่แล้ว สมการเชิงอนุรักษ์พลังงานคือ 
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จัดรูปสมการ (2.48) จะท าให้ได้สมการเชิงอนุรักษ์พลังงานกลายมาเป็น 
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และเนื่องจาก   
   

    ดังนั้น สมการ (2.49) จะท าให้ได้สมการเชิงอนุรักษ์พลังงานที่อยู่ในรูปดังนี้ 




























2

2

2

2

y

T

x

T

y

T
v

x

T
u   

 
1.4 ฟังก์ชันสายธาร (Steam function) ส าหรับการไหลแบบไม่อัดตัว  
ส าหรับการไหลที่ถูกสมมุติว่าไม่อัดตัวเมื่อค่าความหนาแน่น    ของของไหลนั้นมีค่าคงที่ จากสมการ

อนุรักษ์มวลนั่นคือ 
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ในที่นี้ ก าหนดให้ฟังก์ชันสายธาร  yx,  เป็นฟังก์ชันต่อเนื่อง และอนุพันธ์อันดับสองของ  yx,

ต่อเนื่องด้วย และท าให้  
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ในกรณีที่มีการไหลแบบไม่หมุนเวียนแบบสองมิติ 
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แทนค่า 
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ดังนั้นจะได้ว่า  

0
2

2

2

2





















y

u

x

v

y

u

x

u                   (2.54) 

2.5 พารามิเตอร์แบบไร้มิติ 
  2.5.1 เลขพรันเทิล (Prandtl  number ) 
เลขพรันเทิลเป็นพารามิเตอร์ไร้มิติ ซึ่งเป็นตัวบ่งบอกถึงความสามารถของของไหลในการกระจายโมเมนตัม 
(Momentum diffiusivity)  ในของไหลเมื่อเทียบกับการกระจายความร้อน (Thermal diffusivity) ใน
ของเหลวสมการ ดังนี้ 

  
k

c

a

v p
Pr             (2.55) 

เมื่อ  v    แทน ความหนืดเชิงจลศาสตร์ (Viscous diffusion rate)|  2// smv     

 a  แทน การแพร่ของความร้อน (Thermsl diffusion rate)|  2// smcka p    
             แทน ความหนืดเชิงพลศาสตร์ )( Pas  

pc    แทน ความจุความร้อนจ าเพาะ )/( KgJ  
k    แทน การน าความรัอน   mKW /    
    แทน ความหนาแน่น )/( 3mKg    

2.5.2 เลขเรย์เล (Rayleitgh number)  
เลขเรย์เลแสดงอัตราส่วนของแรงรอยตัวเนื่องจากอุณหภูมิต่อแรงความหนืดในของไหลดังนี้ 
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เมื่อ L  แทน  ความกว้างหรือความยาวของปัญหา 
 
 



 
 

 
 

บทที่ 3 
วิธีด าเนินการวิจัย 

 
3.1    เปลี่ยนตัวแปรของสมการแบบมีมิติให้อยู่ในรูปสมการแบบไร้มิติ 
       ในการวิเคราะห์ลักษณะปัญหาการไหลโดยทั่วไปนั้น เราจ าเป็นต้องเริ่มจากระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย
ที่แสดงถึงการอนุรักษ์มวล, การอนุรักษ์โมเมนตัมในแนวแกน x  และ y  ตามล าดับ และการอนุรักษ์พลังงาน 
เป็นต้น ซึ่งสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยเหล่านี้ประกอบด้วยสมการทั้งหมด 4 สมการ ส าหรับปัญหาการศึกษาใน
งานวิจัยนี้และโปรแกรมที่ใช้ในการวิจัยคือ FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ควบคู่กับการสร้างสมการ
เชิงอนุพันธ์ให้อยู่ในรูปเมทริกซ์ 

3.1.1 การใช้ FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D กับเงื่อนไขสมการนาเวียร์-สโตกส์  
       สมการนาเวียร์-สโตกส์ ส าหรับปัญหาการไหลแบบหนืดที่อัดตัวไม่ได้ในปัญหา 2 มิต ิสมการที่ใช้คือ  
  สมการของการอนุรักษ์มวล (Conservation of mass)  
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  สมการอนุรักษ์โมเมนตัม (Conservation of momentums) 
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สมการอนุรักษ์พลังงาน (Consevation  of energy equation )  
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 ฟังก์ชันสายธาร (Steam function)  
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  ศึกษาสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ (3.1) – (3.5) โดยใช้เทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรและกฎ
ลูกโซ่เพ่ือเปลี่ยนสมการแบบไร้มิติ โดยใช้ความสัมพันธ์ดังต่อไปนี้  
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จากสมการอนุรักษ์มวล (3.1) โดยการใช้เทคนิคการเปลี่ยนตัวแปรและกฎลูกโซ่ ด้วยความสัมพันธ์ ดังสมการ 
(3.6) จะได้ว่า 
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ในท านองเดียวกัน 
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แทนสมการ (3.7) และ (3.8) ลงในสมการ (3.1) จะได้ 
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หารตลอดทั้งสมการ (3.9) ด้วย 2L


  จะท าให้ได้สมการอนุรักษ์มวลที่อยู่ในรูปแบบไร้มิติ ดังนี้ 

 

    0









Y

V

X

U
        (3.10) 

พิจารณาสมการอนุรักษ์โมเมนตัมในแนวแกน x  (3.2) 
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






L

y

yL

U

YL

V   
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X

U
V

Lx

u
v









3

2
                  (3.12) 

 
ในท านองเดียวกัน  

           






















x

X

X

p

x

p



11
 

            

































L

x

xL

P

X 2

21 


 

            
X

P

L 




3

2



  

        
X

P

Lx

p











3

21 


                  (3.13) 

ในท านองเดียวกัน  

             




















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xx
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2
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

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
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


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

x
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X
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             









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

























L

x

xX

U

LX 2


  

   
2

2
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2

X

U

Lx

u




















                 (3.14) 

ในท านองเดียวกัน 

    





















y

u

yy

u


2

2
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




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
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
















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Y
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u

Y
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     





































L

y

yY

U

LY 2


  

   
2

2

32

2

Y

U

Ly

u




















                (3.15) 

แทนค่าในสมการ (3.10) – (3.15) ลงในสมการ (3.2) จะได้ว่า 

  































2

2

2

2

33

2

3

2

3

2

Y

U

X

U

LX

P

LY

U
V

LX

U
U

L


  (3.16) 

หารตลอดทั้งสมการ (3.16) ด้วย 3

2

L


  จะได้ 
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































2

2

2

2

Y

U

X

U

X

P

Y

U
V

X

U
U



    (3.17) 

เนื่องจาก 



Pr  จะได้สมการกลายเป็น  

  
































2

2

2

2

Pr
Y

U

X

U

X

P

Y

U
V

X

U
U    (3.18) 

สมการ (3.18) คือสมการอนุรักษ์โมเมนตัมในรูปแบบของสมการไร้มิติแนวแกน X  และในท านองเดียวกันจาก
สมการ (3.3) จะท าให้ได้สมการอนุรักษ์โมเมนตัมในรูปแบบของสมการแบบไร้มิติในแนวแกน Y  ดังนี้ 

  PrPr
2

2

2

2

Ra
Y

V

X

V

Y

P

Y

V
V

X

V
U 































   (3.19) 

พิจารณาสมการอนุรักษ์พลังงาน (3.4)  

    





















x

X

X

T
u

x

T
u  

   


























L

x

x
TTT

XL

U
cch 

  

 
X

TTU
Lx

T
u ch








 
2    (3.20) 

ในท านองเดียวกัน  

   





















y

Y

Y

T
v

y

T
v  

             


























L

y

y
TTT

YL

V
cch 

  

            
Y

TTV
Lx

T
v ch








 
                   (3.21) 

ในท านองเดียวกัน 

         





















x

T
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T


2

2

 

         





























x

X

X

T

X
  

        





































L

x

xXL

TT

X

ch 
  

         
2

2

22

2

X
TT

Lx

T
ch







 
                                 (3.22) 

 
ในท านองเดียวกัน 

       





















y

T

yy

T


2

2
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        





























y

Y

Y

T

Y
  

        





































L

y

yYL

TT

Y

ch 
  

       
2

2

22

2

Y
TT

Ly

T
ch







 
                                 (3.23)  

แทนค่าในสมการ (3.19) – (3.23) ลงในสมการ (3.4) จะได้ 

       
2

2

22

2

222 Y
TT

LX
TT

LY
TTV

LY
TTU

L
chchchch





















       (3.24) 

หารสมการ (3.24) ด้วย  ch TT
L


2

  จะได้สมการอนุรักษ์พลังงานในรูปแบบไร้มิติ ดังนี้  

    2

2

2

2

YXY
V

Y
U


















 
           (3.25) 

หารด้วยค่า 


















Y

V

X

U
P   ลงในสมการ (3.4) และ (3.20) 

 โดย P  คือ พารามิเตอร์เพนนอลตี้ (Penalty parameter) สมการดังกล่าว จึงกลายเป็น  

  

















































2

2

2

2

Pr
Y

U

X

U

Y

V

X

U

XY

U
V

X

U
U                     (3.26) 

  PrPr
2

2

2

2
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Y

V

X

V

Y

V

X

U

YY

V
V

X

V
U 
















































  (3.27) 

การเคลื่อนที่ของของไหลสามารถอธิบายได้ด้วยฟังก์ชันสายธาร (Stream function)   ดังนี้ พจิารณาจาก
สมการ (3.5) 

     
x

X

Xx 










 
 

               


















L

x

xx
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XLx 






               (3.28) 

ในท านองเดียวกัน 

     
y

Y

Yy 










 
 

              


















L

y
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  

YLy 






 
               (3.29) 

พิจารณา  
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
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










xxx


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




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




























L

x

xXLX
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2

2

22

2

XLx 






 
               (3.30) 

ในท านองเดียวกัน 

        
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
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



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




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











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

























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2

2
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2

YLy 






                  (3.31) 

พิจารณา 

             
y
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u

y

u




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





 

        
























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Y

U
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u









2


         (3.32) 

ในท านองเดียวกัน 
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v
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







2


       (3.33) 

แทนค่าสมการ (3.28) – (3.33) ลงในสมการ (3.5)  

   
X

V

LY

U

LYLXL 

















222

2
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2

2


   (3.34) 

หารสมการ (3.34) ด้วย 2L


 จะได้สมการสายธาร ดังนี้  
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X

V

Y

U

YX 

















2

2

2

2

      (3.35) 

 
3.2.  ขั้นตอนการเขียนโปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D   

การหาผลเฉลยเชิงตัวเลขโดยใช้วิธีสมาชิกจ ากัดด้วยโปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 
3D ส าหรับแก้ปัญหาการไหลของเหลวแบบธรรมชาติภายใต้ระบบสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยนาเวียร์-สโตกส์ ซึ่งมี
กระบวนการท างานดังนี้   

                                                  เริ่มต้น 
 

 

ก าหนดตัวแปร ,,VU  และค่าพารามิเตอร์ RaPr,  

 

ก าหนดสมการเชิงอนุพันธ์ย่อยส าหรับความเร็วการไหล  VU,  ฟังชันก์สายธาร   

 

ก าหนดโดยโดเมนและเงื่อนไขขอบเขตของปัญหา 

 

ก าหนดรูปแบบการแสดงผลลัพธ์ที่ต้องการ 

        

       ค านวณการหาผลเฉลยโดยวิธีสมาชิกจ ากัดด้วยโปรแกรม FlexPDE  Student Version 6.50 

 

     แสดงผลลัพธ์ 

 

              สิ้นสุด 

ภาพที่ 3.1 กระบวนการท างานของโปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ส าหรับการแก้ปัญหา
ของไหลแบบธรรมชาติ



 
 

 
 

บทที่ 4 

ผลการทดลอง 
  

ในบทนี้จะเป็นการวิเคราะห์ผลเฉลยของปัญหาสมการนาเวียร์-สโตกส์ ซึ่งของไหล ไหลในโดเมนที่
จ าลองของไหลในท่อ โดยใช้โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D วิเคราะห์ความเร็วและการไหล
แบบราบเรียบ เมื่อ Ra  เป็นค่าคงที ่และค่า Pr  เปลี่ยนไป ตัวอย่างโดเมนที่ใช้ จ าลองแบบมาจากของไหลที่
ไหลในท่อและมีสิ่งกีดขวาง โดยสิ่งกีดขวางนั้น ของไหลไม่สามารถดูดซึม หรือไหลผ่านได้ 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
                                       

(4.1 ก)                                                 (4.1 ข) 

 
 
 
 
 

 
 

 
 

(4.1 ค)                                       (4.1 ง) 

   ภาพที่ 4.1 ก – 4.1 ง  แสดงโดเมนทั้ง 4 โดเมนที่ใช้ในการศึกษาในงานวิจัย 
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การทดลองนี้ ผู้วิจัยน าเสนอกริด (Grid construction ) ของโดเมน เวกเตอร์แสดงทิศทางการไหล 

ความเร็วของของไหลในโดเมน  ลักษณะการไหลในโดเมน ภาพต่อไปนี้แสดงการ แบ่งกริดของโดเมนทั้ง 4  

ที่แสดงการไหลของน้ า (Water) , โลหะเหลว (Liquid metal) และน้ ามัน ( Oils) 

 
 
 
 
 
 
 
 
  

(4.2 ก)                                   (4.2 ข) 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

(4.2 ค)                                           (4.2 ง) 

ภาพที่  4.2 ก - 4.2 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของน้ า (Water)  

                         Prandtl = 10 และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.3 ก)                        (4.3 ข) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.3 ค)                        (4.3 ง) 

ภาพที่  4.3 ก - 4.3 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของน้ า (Water) Prandtl = 5 และ  

         ค่า Rayleigh = 10   
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(4.4 ก)                        (4.4 ข) 

 

 

 

 

 

 

 

(4.4 ค)                        (4.4 ง) 

ภาพที่  4.4 ก - 4.4 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

                          (Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.5 ก)                        (4.5 ข) 

 

 

 

 

 

 

 

(4.5 ค)                        (4.5 ง) 

ภาพที่  4.5 ก - 4.5 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของโลหะเหลว (Liquid metals)  

         ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.6 ก)                        (4.6 ข) 

 

 

 

 

 

 

 

(4.6 ค)                        (4.6 ง) 

ภาพที่  4.6 ก - 4.6 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

          ที่มีค่า Prandtl = 300 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.7 ก)                        (4.7 ข) 

 

(4.7 ค)                        (4.7 ง) 

ภาพที่  4.7 ก - 4.7 ง  แสดงการแบ่งกริดของโดเมนที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

           ที่มีค่า Prandtl = 50 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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ส าหรับการแบ่งกริดพบว่าการแบ่งกริดจะมีความละเอียดตรงบริเวณท่ีสิ่งกีดขวางในโดเมน ซึ่งภาพ

ดังต่อไปนี้ แสดงให้เห็นลักษณะการไหลของน้ าโดยก าหนด Pr  และ Ra  คือแรงลอยตัวเนื่องจากอุณหภูมิ

ส่วนด้วยความหนืด เป็นค่าท่ีต้องการศึกษาและเปลี่ยนตามความเหมาะสมของแต่ละโดเมน 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.8 ก)  

 

 

 

 

 

 

 

   

(4.8 ข)  
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 (4.8 ค) 

 

 

 
  

                                         

 

 

 

 

(4.8 ง) 
ภาพที่  4.8 ก - 4.8 ง  แสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหลของน้ า (Water)  Prandtl = 10  

                       และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.9 ก) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.9 ข) 
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(4.9 ค) 

 

 

 

 

 

 

 

(4.9 ง) 

ภาพที่  4.9 ก - 4.9 ง แสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหลของน้ า (Water) Prandtl = 5  

                         และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.10 ก) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.10 ข) 
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(4.10 ค) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.10 ง) 

ภาพที่  4.10 ก - 4.10 ง  แสดงการแสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหล ของน้ ามนั (Oils metals)  
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ที่มีค่า Prandtl = 300 และและ ค่า Rayleigh = 𝟏𝟎   

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.11 ก) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.11 ข) 
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(4.11 ค) 

 

 

 

 

 

 

 

(4.11 ง) 

ภาพที่  4.11 ก - 4.11 ง  แสดงการแสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหล ของน้ ามัน (Oils metals) 

                     ที่มีค่า Prandtl = 50 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.12 ก) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.12 ข) 
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(4.12 ค) 

 

 

 

 

 

 

 

    (4.12 ง) 

 

ภาพที่  4.12 ก - 4.12 ง  แสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหลของโดเมนของโลหะเหลว (Liquid metals) 

                ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.13 ก) 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4.13 ข) 
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(4.13 ค) 

 

 

 

 

 

 

  

(4.13 ง) 

ภาพที่  4.13 ก - 4.13 ง  แสดงเวกเตอร์ทิศทางการไหลของโดเมนของโลหะเหลว (Liquid metals) 

               ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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  จากโดเมนทั้ง 4 โดเมน แสดงความเร็วของของไหลพบว่าของไหล และ Ra คือแรงลอยตัวด้วย ความ
หนืดมีความเร็วบริเวณขอบของโดเมนต่ ากว่าส่วนอื่นๆ และบริเวณทางออกจะมีความเร็ว เพิ่มข้ึนสามารถ
สังเกตได้จากเวกเตอร์ของความเร็วของภาพข้างต้น  ต่อไปจะแสดงภาพ  Stream function  ของของไหล  

 

 

 

 

 

 
 
 
 

(4.14 ก) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

                                                           (4.14 ข) 
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(4.14 ค) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                       (4.14 ง) 

ภาพที่  4.14 ก - 4.14 ง  แสดงกระแสการไหลของน้ า (Water) ที่มีค่า Prandtl = 10  

                       และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.15 ก) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.15 ข) 
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(4.15 ค) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.15 ง) 

 
ภาพที่  4.15 ก - 4.15 ง  แสดงกระแสการไหลของน้ า (Water) ที่มีค่า Prandtl = 5  

                        และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.16 ก) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4.16 ข) 
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(4.16 ค) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.16 ง) 

ภาพที่  4.16 ก - 4.16 ง  แสดงกระแสการไหลของน้ ามัน (Oils metals) 

                               ที่มคี่า Prandtl = 300 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.17 ก) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4.17 ข) 
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(4.17 ค) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4.17 ง) 
 

ภาพที่  4.17 ก - 4.17 ง  แสดงกระแสการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

                               ที่มคี่า Prandtl = 50 และและ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.18 ก) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.18 ข) 

 



51 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4.18 ค) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4.18 ง) 
ภาพที่  4.18 ก - 4.18 ง  แสดงกระแสการไหลของโลหะเหลว (Liquid metals) 

                           ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   
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(4.19 ก) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.19 ข) 
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(4.19 ค) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(4.19 ง) 

ภาพที่  4.19 ก - 4.19 ง  แสดงกระแสการไหลของโลหะเหลว (Liquid metals) 

                           ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   
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จากภาพ ลักษณะการไหลของของไหลจะเพ่ิมขึ้น บริเวณทางออกของโดเมนและบริเวณที่ของไหลไหล
มารวมกนัความเร็วบริเวณขอบโดเมนจะต่ ากว่าส่วนอื่น ๆ และความเร็วของของไหลรอบ ๆ บริเวณสิ่งกีดขวาง
จะมีความเร็วเพ่ิมขึ้น    เมื่อใช้โดเมนเดียวกันมาเปรียบเทียบ   สังเกตได้จากแถบสีของความเร็ว   พิจารณาได้
จากภาพข้างต้น 



 
 

 
 

บทที่ 5 

สรุปผลการวิจัย อภิปรายผล และข้อเสนอแนะ 
 
          การศึกษาการไหลของของไหลแบบมีความหนืดและอัดตัวไม่ได้ โดยใช้ระเบียบวิธีสมาชิกจ ากัด ด้วย
โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D โดยใช้สมการนาเวียร์-สโตกส์ ซึ่งประกอบด้วย สมการ
อนุรักษ์มวล และสมการอนุรักษ์โมเมนตัม ผลจากการศึกษาสามารถสรุปได้ดังนี้  
 5.1    สรุป  

             5.1.1  เมื่อค่า Prandtl หรือค่า Pr น้อยส่งผลให้เวกเตอร์การไหล ความเร็ว และลักษณะการไหล
เกิดการไหลแบบไม่ราบเรียบ ในขณะที่เมื่อค่า Prandtl มากส่งผลให้เวกเตอร์การไหล ความเร็ว และลักษณะ
การไหลเกิดการไหลแบบราบเรียบขึ้น 
             5.1.2  จากแบบจ าลองการไหลของไหลในท่อ โดยที่มีสิ่งกีดขวาง ของสถานะ โลหะเหลว น้ า และ
น้ ามัน พบว่าการไหลของสถานะของน้ ามันสมมารถไหลผ่านสิ่งกีดขวางได้ราบเรียบกว่าสถานะของโลหะเหลว 
และน้ า เมื่อพิจารณาจากแบบจ าลองการไหล 
             5.1.3  ความดันของของไหลในโดเมน จะเกิดการเปลี่ยนแปลงเมื่อของไหลไหลผ่านบริเวณส่วนโค้ง
ของโดเมน 
             5.1.4  บริเวณสิ่งกีดขวางในโดเมน พบว่า ความดันเกิดการเปลี่ยนแปลงมากกว่าบริเวณอ่ืน เมื่อ
สังเกตจากแถบสีความดัน  
    5.1.5 เมื่อค่า Prandtl หรือค่า Pr น้อยส่งผลให้เวกเตอร์การไหล ความเร็ว และลักษณะการไหล
เกิดการไหลแบบไม่ราบเรียบ ในขณะที่เมื่อค่า Prandtl มากส่งผลให้เวกเตอร์การไหล ความเร็ว และลักษณะ
การไหลเกิดการไหลแบบราบเรียบขึ้น 
 5.2     ข้อเสนอแนะ 

           งานวิจัยนี้ศึกษาการไหลแบบมีความหนืดและอัดตัวไม่ได้ในโดเมน 2 มิติ ซึ่งความเร็วของของไหลอยู่

ในสภาวะคงตัว (steady state) ดังนั้นเพื่อเป็นการขยายผลให้กว้างขึ้นควรจะมีการศึกษาระบบที่อยู่ในสภาวะ

ไม่คงตัว (unsteady state) อุณหภูมิ (temperature) และพลังงาน (energy) ด้วย  
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************************************************************************************************ 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่มีค่า Prandtl = 10 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ก 

*********************************************************************************************** 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=10                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

   START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

    TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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************************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่ที่มีค่า Prandtl = 5 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ก 

************************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=5                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

   START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

  TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS              {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 

 

 

 

 

 

 

 



63 

 

 
 

************************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

 (Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ก 

************************************************************************************************** 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.3                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

       START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

 TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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************************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

(Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ก 

************************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.2                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

   START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

 TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 300 และ ค่า Rayleigh = 10    ของโดเมน 4.1 ก 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=300                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

   START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

    TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 50 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ก 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=50                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 



73 

 

 
 

Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

   START(-4,1)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 0   load(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0   line to (-3,1)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (-3,0) 

value(u) =1     value(v) = 0 value(theta)= 0      value(psi)=0   arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (1,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0  value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (1,-4)  {Out} 

value(u) = 1    value(v) = 0  value(theta)= 0       value(psi)=0     line to (-4,-4){IN} 

value(u) = 1  value(v) = 0   value(theta) = 0      value(psi)=0     line to (-4,-3)   

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0      value(psi)=0    line to (-3,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (-4,0) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0   value(psi)=0    line to  close 

    start 'ring' (-2.30,-3.19) 

value(u) = 0     value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0   arc(center = -2.10,-3.41)  angle 

= 360  

 TO CLOSE 
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MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่มีค่า Prandtl = 10 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=10                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 



77 

 

 
 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่ที่มีค่า Prandtl = 5 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=5                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 
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PLOTS              {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

 (Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.3                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 
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PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

(Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.2                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 
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PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 300 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=300                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 
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PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 50 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ข 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=50                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(0,0)   { Walk the domain boundary } 

load(u) = 0 value(v) =0 value(theta) = 0 value(psi)=0 line to (5,0)   

value(u) = 1  value(v) = 0 value(theta) = 0   value(psi)=0   line to (5,1)   {Out} 

value(u) = 0    value(v) = 1  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (3,1)  

value(u) = 1    value(v) = 0 value(theta)= 0    value(psi)=0    line to (3,3) 

value(u) =  0 load(v) = 1 value(theta) = 0   value(psi)=0     line to (2,3)  {IN} 

value(u) = 0  value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (2,1) 

value(u) = 1   value(v) = 1 value(theta) = 0     value(psi)=0      line to (0,1)  {Out} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0     value(psi)=0    line to  close 

   start 'ring' (2.25,1.5) 

 value(u) = 0    value(v) = 0  value(theta) = 0 value(psi)=0     arc(center = 2.5,1.5)  

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 
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PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่มีค่า Prandtl = 10 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=10                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0    value(Theta) LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0     value(Theta) arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)   LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)   arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)   arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0    value(Theta)   LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0       value(Theta)  arc(center=1.5,0) angle = 360 TO 

CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่ที่มีค่า Prandtl = 5 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=5                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0     value(Theta)    LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0     value(Theta)  arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0  value(Theta)     LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)   arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0     value(Theta)  arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0    value(Theta)   LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0        arc(center=1.5,0) angle = 360 TO CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS              {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

 (Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.3                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0    value(Theta) LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0   value(Theta)   arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta) LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)     arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)     LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta)     LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)    LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)    arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0    value(Theta)    LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0       value(Theta)  arc(center=1.5,0) angle = 360 TO 

CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

(Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.2                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0   value(Theta)  arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0  value(Theta)   LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0      value(Theta)  arc(center=1.5,0) angle = 360 TO 

CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 300 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=300                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta) LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)     arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)     LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta) LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)   arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)    LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0      value(Theta)  arc(center=1.5,0) angle = 360 TO 

CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 

 

 

 

 

 



108 

 

 
 

******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 50 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ค 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=50                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-1,2)     {Walk the domain boundary}  

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0    value(Theta) LINE TO (0,2) 

value(U)=0 value(V)=0     value(Psi)=0    value(Theta)  arc(center=0,0) TO(2,0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO (4,0.5) 

value(U)=1 load(V)=0   value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (4,-0.5){OUT} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (2,-0.5) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0  value(Theta)    arc(center=0,0) TO (0,-2) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (-1,-2) 

value(U)=0 load(V)=1     value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (-1,-1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (0,-1)  

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0    value(Theta)  arc(center=0,0) TO (1,0) 

value(U)=0 value(V)=0      value(Psi)=0   value(Theta)   arc(center=0,0) TO (0,1) 

load(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)   LINE TO (-1,1){IN} 

value(U)=0 value(V)=0 value(Psi)=0   value(Theta)  LINE TO CLOSE 

start 'ring'(1.2,-0.1) 
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value(U)=0  value(V)=0     value(Psi)=0      value(Theta)  arc(center=1.5,0) angle = 360 TO 

CLOSE  

MONITORS         {show progress} 

contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่มีค่า Prandtl = 10 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=10                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

    MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้แสดงการไหลของน้ า (Water)  

ที่ที่มีค่า Prandtl = 5 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' water  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=5                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS              {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

 (Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.3 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.3                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของโลหะเหลว 

(Liquid metals) ที่มีค่า Prandtl = 0.2 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' liquid metals  '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=0.2                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 300 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=300                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

    START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 

 

 

 

 

 

 

 

 



126 

 

 
 

******************************************************************************************* 

โปรแกรม FlexPDE Lite version 6.50/W32 3D ที่ใช้ที่แสดงการไหลของน้ ามัน (Oils metals)  

ที่มีค่า Prandtl = 50 และ ค่า Rayleigh = 10   ของโดเมน 4.1 ง 

******************************************************************************************* 

TITLE ' Oils metals '     {The problem identification} 

COORDINATES cartesian2  {Coordinate system, 1D,2D,3D, etc} 

VARIABLES         {System variables} 

U    {X-components of the velocity} 

V   {Y-components of the velocity} 

Theta   {Temperature} 

Psi   {Steram function} 

DEFINITIONS  {Parameter definitions} 

gamma=10^(7)  {Penalty parameter} 

Pr=50                 {Prandtl  numbers} 

Ra=10^(-7)  {Rayleihg  numbers} 

Speed = sqrt(U^2+V^2) 

! INITIAL VALUES 

EQUATIONS        {PDE's, one for each variable} 

U: U*dX(U)+V*dY(U)=gamma*dX(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(U)) 

V: U*dX(V)+V*dY(V)=gamma*dY(dX(U)+dY(V))+Pr*div(grad(V))+Ra*Pr*Theta 
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Psi: div(grad(Psi))=dY(U)-dX(V) 

Theta : U*dX(Theta)+V*dY(Theta) = div(Grad(Theta)) 

! CONSTRAINTS    {Integral constraints} 

BOUNDARIES       {The domain definition} 

  REGION 1          {For each material region} 

START(-4,0)   { Walk the domain boundary } 

value(u) = 1 value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (-3,0)  {IN} 

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta)= 0   value(psi)=0    arc(center=0,0) to (0,-3) 

value(u) = 0   value(v) = 0  value(theta) = 0  value(psi)=0     line to (2,-3) 

value(u) = 1    load(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    line to (2,-4)  {Out} 

value(u) = 0  value(v) =0 value(theta) = 0   value(psi)=0          line to (0,-4)  

value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-3,-7)   

value(u) = 0 value(v) = 1 value(theta) = 0    value(psi)=0     line to (-4,-7) {IN} 

value(u) = 1   value(v) = 0 value(theta) = 0    value(psi)=0    arc(center=0,-7) to (-2.5,-3.5)   

value(u) = 1   value(v) =1 load(theta) = 0  value(psi)=0     arc(center=0,0) to (-4,0)   

value(u) = 0   value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0     line to  close 

    start 'ring' (-0.96,-3.5) 

 value(u) = 0  value(v) = 0 value(theta) = 0  value(psi)=0 arc(center = -1.3,-3.5)   

angle = 360 to close 

MONITORS         {show progress} 
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contour(Theta) 

contour(Psi) 

PLOTS            {save result displays} 

grid(X,Y) as "grid" 

contour(Speed) painted 

contour(Theta) as "Temperature" 

contour(Theta) painted as "Temperature" 

contour(Psi) as "stream function" 

contour(Psi) painted as "stream function" 

vector(U,V) as "valocity flows" 

tecplot(U,V,Psi,Theta) 

END 
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