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บทท่ี 1 

บทนํา 

 

ความเปนมาและความสําคัญ 

 

  ทฤษฎีออโตมาตาและภาษา (Theory of Automata and Language) เปนสาขาท่ีมี

บทบาทสําคัญเปนอยางมากในวิทยาการคอมพิวเตอร ซ่ึงมีประโยชนมากมายตอการพัฒนาดาน

เทคโนโลยีสมัยใหม ทฤษฎีออโตมาตาเปนการศึกษาการทํางานของเครื่องจักรแตละเครื่องในรูปแบบท่ี

เปนนามธรรม (abstract machine) คือพิจารณาจากตารางสถานะหรือแผนภาพสถานะนั่นเอง ซ่ึงแต

ละเครื่องจักรนามธรรมเหลานี้ เราเรียกวา ออโตมาตา หรืออาจกลาวอีกอยางไดวา ทฤษฎีออโตมาตา

เปนการศึกษาคุณสมบัติทางคณิตศาสตร (mathematical properties) ของเครื่องจักรนามธรรมเพ่ือ

รองรับการนําไปใชประโยชนไดจริงในเชิงรูปธรรม(concrete) นั่นเอง ทฤษฎีออโตมาตายังมีความ

ใกลเคียงกับทฤษฎีภาษาซ่ึงในทางคอมพิวเตอรจะใชทฤษฎีภาษาสําหรับการกําหนดนิยามหรือคําจํากัด

ความสําหรับการเขียนภาษาโปรแกรมตาง ๆ นอกจากนี้ยังมีประโยชนมากในการนําไปประยุกตใชกับ

คอมพิวเตอร  โดยเฉพาะอยางยิ่งการออกแบบออโตมาตาใหทําหนาท่ีเปนเครื่องจํารูปแบบ (pattern 

recognizer) หรือแมแตการออกแบบโปรแกรมควบคุมระบบการทํางานของเครื่อง เชน โปรแกรม

แปลภาษาเครื่อง (compiler) โปรแกรมสรางหรือแกไขเอกสาร (text  editor) เปนตน ภาษา

(language) คือกลุมของคําตาง ๆ ในทางคณิตศาสตรจะแทนภาษาดวยเซตของคํา (word) ตาง ๆ 

แลว“คํา” คืออะไร? เราจะเริ่มดวยการ ให { } { }1 2 1 2 3: , ,..., , : , , ...n nX x x x X x x x= = สําหรับแตละ

จํานวนนับ n  ใด ๆ nX เปนอักขระ (alphabet) หรือเซตของตัวอักษร (letter) ท่ีมีสมาชิก n  ตัว 

ดังนั้น คําท่ีเกิดจากอักขระ nX  ก็คือ ตัวอักษรหรือสตริงท่ีจํากัดตัวอักษรใด ๆ เราสามารถเขียนคํา

จํากัดความหรือใหนิยามของ “คํา” ไดดังตอไปนี้ :  

(1) แตละ i nx X∈ เปน คําท่ีเกิดจากอักขระ nX   

(2) ถา t เปนคําท่ีเกิดจากอักขระ nX  และ nj Xx ∈ แลวท้ัง tx j และ jtx  ก็เปนคําท่ีเกิด

จากอักขระ nX   

เราสามารถใหนิยามโดยท่ัวไปของคําในทางคณิตศาสตรได จากนั้นไดนําไปใชประโยชนในการศึกษา 

ทรีทรานสดิวเซอร (Tree transducer) ซ่ึงเปนการวางนัยท่ัวไป (generalization) ของออโตมาตา เรา

ยังไดอีกวาทรีทรานสฟอรเมชัน (tree transformation) ท่ีนิยามข้ึนมาจาก ฟงกชันไฮเพอรสับสติตูชัน
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(hypersubstitution) นั้น เราก็สามารถศึกษาไดดวยทรีทรานสดิวเซอร การประกอบกันของฟงกชันท

รีทรานสฟอรเมชันไดถูกนํามาใชในวิทยาการคอมพิวเตอรเพ่ือแปลภาษารูปนัย (formal language) 

จากภาษาหนึ่ งไปสู อีกภาษาหนึ่ งไดอยางเปนข้ันเปนตอน ดังนั้นความรู เรื่องสมาชิกนิจพล

(idempotent) ของไฮเพอรสับสติตูชันไดกลายมาเปนประโยชนอยางมากสําหรับทรีทรานสฟอรเมชัน  

 ในงานวิจัยนีเ้ราจะแนะนําแนวคิดของก่ึงกรุปปรกติ (regular semigroup) ซ่ึงถือวามีบทบาท

สําคัญอยางมากในทฤษฎพีีชคณิตของของก่ึงกรุป (algebraic theory of semigroups) และยังเปน

การวางนัยท่ัวไปของก่ึงกรุปนิจพล (idempotent semigroup) ดังนั้นการศึกษาสมบัติทางพีชคณิต

ของเซตไฮเพอรสับสติตูชันเรื่องนี้ เปนการศึกษาโมนอยดหรือก่ึงกรุปยอยใหญสุดท้ังหมดของบรรดา

คลาสปรกติชนิดพิเศษของเซตเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันชนิด ( )2=τ  ซ่ึงองคความรูใหมท่ีคาด

วาจะไดรับ คือ ทฤษฎีและองคความรูใหม ซ่ึงองคความรูใหมท่ีไดขางตนนั้นจะเปนพ้ืนฐานท่ีสําคัญยิ่ง

เพ่ือรองรับการพัฒนาวิชาการในสาขาวิชาท่ีเก่ียวของตามท่ีไดกลาวมาแลวขางตนโดยเฉพาะอยางยิ่งใน

สาขาวิทยาการคอมพิวเตอร อันจะเปนรากฐานสําคัญยิ่งในการพัฒนาองคความรูทางวิทยาศาสตรและ

เทคโนโลยีของประเทศใหเจริญกาวหนา ซ่ึงนับวาเปนสิ่งสําคัญอยางมาก 

 

วัตถุประสงคของการวิจัย 

         เปาหมายหลักของโครงการอยูท่ีการสรางองคความรูใหมและการขยายขอบเขตองคความรู

เดิมใหกวางขวางยิ่งข้ึนกวาเดิมตามรายละเอียดดังนี้ 

        1.   เพ่ือศึกษาความสัมพันธระหวางบรรดาคลาสปรกติชนิดพิเศษบางชนิด 

         2. เพ่ือหาโมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติชนิดพิเศษของเซตเจเนอรัลไลซไฮเพอร

สับสติตูชันชนิด ( )2=τ   

 

ขอบเขตการวิจัย 

  การวิจัยนี้ผูวิจัยจะศึกษาเฉพาะบนเซตของเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันชนิด ( )2=τ

เทานั้น   

สมมติฐานการวิจัย  

 

โมนอยดยอยนิจพลใหญสุดของ ท้ังหมด จะเปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาส 

ปรกติชนิดพิเศษบางชนิดของเซตเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันชนิด ( )2=τ  

 

ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

( )2GHyp
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 งานวิจัยนี้เปนงานวิจัยพ้ืนฐาน ซ่ึงเปนการสรางองคความรูใหมเก่ียวกับทฤษฎีในทางพีชคณิต

จักรวาล  ผลจากการวิจัยจะมีประโยชนในดานวิชาการ และเปนความรูพ้ืนฐานในการพัฒนาตอยอด

องคความรูทางดานวิทยาการคอมพิวเตอรอยางดี หนวยงานท่ีนําผลการวิจัยไปใชประโยชนมากท่ีสุด 

คือ กลุมนักวิจัยทางพีชคณิตจักรวาล ทางคณิตศาสตรประยุกต ทางสาขาวิทยาการคอมพิวเตอร เรา

สามารถสรุปประโยชนจากงานวิจัยนี้ไดดังนี้ 

1. ไดองคความรูใหมทางดานคณิตศาสตรคือไดความสัมพันธระหวางบรรดาคลาสปรกติชนิดพิเศษบาง

ชนิดและทฤษฏีบทท่ีเก่ียวของ 

2. ไดทราบโมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติชนิดพิเศษของเซตเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตู

ชันชนิด (2) 

3. ใชเปนสื่อประกอบการเรียนการสอนในรายวิชาพีชคณิตนามธรรมและวิชาโครงงานวิจัยทาง

คณิตศาสตร 

4. เพ่ือใหนักศึกษาสาขาวิชาคณิตศาสตรและผูสนใจทํางานวิจัยในทางคณิตศาสตรไดมองเห็นถึงแนว 

คิดและวิธีการคิดงานวิจัย 

5.  เพ่ือใชเปนองคความรูพ้ืนฐานสําหรับผูท่ีสนใจในงานวิจัยในดานนี้ใหสามารถนําไปใชและประยุกต

กับงานวิจัยอ่ืน ๆ เชน ในดาน วิทยาการคอมพิวเตอร ฟสิกส เคมี วิศวกรรมเปนตน 
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บทท่ี 2  

แนวคิด ทฤษฎี เอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 

 

2.1 พีชคณิต (Algebras) 

 

ให A  เปนเซตใด ๆ ท่ีไมเปนเซตวาง และให { }0∪∈Nn  เม่ือ N  เปนเซตของจํานวน

ธรรมชาติ (natural number) เรานิยาม { }∅=0A  และ { }AaaaaaA nn
n ∈= ...,,|)...,,,( 121

จะเรียกฟงกชัน AAf nn →:  วา การดําเนินการลําดับ n  ท่ีนิยามบน A ( n -ary operation 

define on A ) และจะเรียกฟงกชันดังกลาววามี อาริตี้ n  ให Iiif ∈)(  เปนสัญลักษณการ

ดําเนินการลําดับ in  ( in - ary operation symbol ) เม่ือ I  เปนเซตดรรชนี (indexed set) จะเรียก

ลําดับ Iiin ∈= )(τ  วา ชนิด (type) ของอาริตี้ของ if   

 เรานิยาม พีชคณิตชนิด τ  (algebra of type τ ) คือคูอันดับ Α  ( )Ii
A

ifA ∈= )(,;  เม่ือ A

เปนเซตใด ๆ ท่ีไมเปนเซตวางและ Ii
A

if ∈)( เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  โดยท่ัวไปจะ

เขียน Α  แทน ( )Ii
A

ifA ∈)(,  กําหนดให )(lg τfA  แทนคลาสของพีชคณิตชนิด τ  ท้ังหมดและให 

)(lg τfA  แทนคลาสของพีชคณิตจํากัดชนิด τ  ท้ังหมด  

 

  

2.2 กึ่งกรูปปรกติ (Regular Semigroups) 

 

นิยาม 2.3.1 ใหเซต ∅≠S เรียก ( )⋅,S  วา กรูปปอยด (Groupoid) ถา · เปนการดําเนินการ

ทวิภาค (Binary operation) บน S และจะเรียกกรูปปอยด ( )⋅,S  วา กึ่งกรูป (Semigroup) 

ถา · มี สมบัติการเปล่ียนหมู (Associative) นั่นคือ สําหรับทุกๆ Scba ∈,,  

     ( ) ( )cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
หมายเหตุ  เพ่ือความสะดวกและไมใหเกิดความสับสนเราจะเขียน S  แทน ( )⋅,S  และจะใช ab

แทน ba ⋅  

นิยาม 2.3.2 จะเรียกสมาชิก Se∈ วา สมาชิกเอกลักษณ (Identity) ของ S  ก็ตอเม่ือ สําหรับ

ทุก eaaaeSa ==∈ ,  

นิยาม 2.3.3 ก่ึงกรุปท่ีมีสมาชิกเอกลักษณจะเรียกวา โมนอยด (Monoid)  และจะเรียกโมนอยด S 

วา กรูป(Group) ถาแตละ Sa∈ มี Sb∈ ท่ีทําให baeab ==  
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นิยาม 2.3.4 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ เรียกสมาชิก Sa∈ วาเปน ปรกต ิ(regular) ถามี Sb∈ ท่ี

ทําให abaa = เรียกก่ึงกรูป S วา ปรกต ิถาสมาชิกทุกตัวของ S เปนปรกติ 

นิยาม 2.3.5 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ เราจะเรียกสมาชิก Sa∈ วาเปน นิจพล (idempotent) ถา

aaa = เราเขียนแทนเซตของสมาชิกนิจพลท้ังหมดของก่ึงกรูป S ดวย ( )SE  

นิยาม 2.3.6 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน โคปรกต ิ(coregular) ถาแตละ Sa∈ จะมี Sb∈ ท่ีทํา

ให bababaa ==  

นิยาม 2.3.7 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปฏิปรกต ิ(anti-regular) ถาแตละ Sa∈ จะมี Sb∈ ท่ี

ทําให abab = และ baba =  

นิยาม 2.3.8 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติบริบูรณ (completely-regular) ถาแตละ Sa∈ จะ

มี Sb∈ ท่ีทําให abaa = และ baab =  

นิยาม 2.3.9 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติทางขวา (right regular) ถาแตละ Sa∈ จะมี

Sb∈ ท่ีทําให baa 2= และ S เปน กึ่งกรูปปรกติทางซาย (left regular) ถาแตละ Sa∈

จะมี Sb∈ ท่ีทําให 
2baa =  

นิยาม 2.3.10 และจะเรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติอินทรา (intra- regular) ถา SSaa 2∈

สําหรับแตละ Sa∈  

 

2.3 เทอมและเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน (Terms and Generalized Hypersubstitutions) 

  

เราสามารถขยายแนวคิดของ “คํา” ใหอยูในรูปแบบอยางท่ัว ๆ ไป (general) ไดดังตอไปนี้ 

สําหรับแตละจํานวนนับ n  ใด ๆ ให { }nn xxxX ,...,,: 21=  เปนเซตของตัวแปร (variables) ท่ีมี

สมาชิก n  ตัว { },...,,: 321 xxxX =  และ { }|if i I∈ เปนเซตของสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  

( in - ary operation symbol) และ I  เปนเซตดรรชนี และให ( )i i I
nτ

∈
= เปน ชนิด (type) ของ อาริ

ตี ของ if (the arity of if ) และนิยามเทอมลําดับ n  ชนิด ( )i i I
nτ

∈
= โดยวิธอุีปนัยดังนี้ : 

           (1)  สําหรับทุก i nx X∈  เปนเทอมลําดับ n  ชนิด τ  

  (2)  ถา 1 2, ,...,
int t t เปนเทอมลําดับ n  ชนิด τ  แลว ( )1 2, ,...,

ii nf t t t  เปนเทอมลําดับ n  

ชนิด τ  ดวย โดยเราใชสัญลักษณ ( )nW Xτ  แทนเซตท่ีเล็กท่ีสุดของเทอมอันดับ n  ชนิด τ  ท่ีมี 

1 2, ,..., nx x x  เปนสมาชิกและท่ีมีสมบัติปดภายใตการกระทําในขอ (2) จํานวนจํากัดครั้ง และให 

( ) ( )
1

n
n

W X W Xτ τ

∞

=

= เปนเซตของเทอมชนิด τ  ท้ังหมดโดยใชข้ันตอนท่ี (2) ในนิยามของเทอม

ลําดับ ทําใหเราไดพีชคณิตเทอม )(XFτ ))(,(; IiifA ∈

−

=  ชนิด τ  และจะเรียกพีชคณิตเทอมนี้วา 
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absolutely free algebra เม่ือ ( ) ( )
1

n
n

W X W Xτ τ

∞

=

=  เปนเซตของเทอมชนิด τ  ท้ังหมดและ 

Iiif ∈

−

)(  เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in บน )(XWτ  นิยามโดย ),...(:),...( 11 ii nini ttfttf =
−

 

สําหรับทุก ๆ Ii∈  ซ่ึง if  เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  และ )(,...1 XWtt
in t∈   

ในป ค.ศ. 1991 K. Denecke, D. Lau, R. Poschel และ D. Schweigert  ไดนิยามแนวคิดเก่ียวกับ 

ไฮเพอรสับสติตูชัน นั่นคือ ไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิดτ คือ ฟงกชัน { } ( ): |if i I W Xτσ ∈ → ซ่ึง 

( ) ( )ii nf W Xτσ ∈ และแตละไฮเพอรสับสติตูชันσ  จะกําหนดการดําเนินการ

( ) ( )
^

:W X W Xτ τσ →  โดยวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ดังนี้: 

             (1)  
^
[ ] :x xσ =  ทุก x X∈  

             (2)  ( ) ( )
^ ^ ^ ^

1 2 1 2[ , ,..., ] : [ ], [ ],..., [ ]
i ii n i nf t t t f t t tσ σ σ σ σ =  

 
 โดยท่ี 

^
[ ]jtσ  กําหนดคาแลว

ทุก1 ij n≤ ≤  

 

             ให ( )Hyp τ แทนเซตของไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมดและกําหนดการดําเนินการ

ทวิภาค hο  

บน ( )Hyp τ ดังนี้ สําหรับ ( )1 2, Hypσ σ τ∈  

                                        
^

1 2 1 2:hσ ο σ σ ο σ=  โดยท่ี ο  เปนการประกอบของฟงกชันปกติ  

              ให idσ  เปนไฮเพอรสับสติตูชันท่ีกําหนดโดย สําหรับแตละ i I∈  

                                           ( ) ( )1 2, ,...,
iid i i nf f x x xσ =  

             ทําใหเราไดวา ( )( ); ,h idHyp τ ο σ  เปนโมนอยด (monoid) ท่ีมี idσ เปนสมาชิก

เอกลักษณ 

             ในป ค.ศ. 2000 S. Leeratanavalee และ K. Denecke  ไดวางนัยท่ัวไปของแนวคิด

ของไฮเพอรสับสติตูชัน ไปเปน เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน นั่นคือ เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน 

ชนิด τ  คือ ฟงกชัน { } ( ): |if i I W Xτσ ∈ →  โดยท่ี ( ) ( )if W Xτσ ∈  เราแทนเซตของ 

เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมดดวย ( )GHyp τ  ซ่ึงในการนิยามการดําเนินการ

ทวิภาคบน ( )GHyp τ  เราจะนิยามแนวคิดของ เจเนอรัลไลซซุปเปอรโพสิชันของเทอม 

( ) ( )1: mmS W X W Xτ τ
+ →  ดังนี้ 

             (1)  ถา ,1jt x j m= ≤ ≤  แลว ( )1 2, , ,..., :m
j m jS x t t t t=  

             (2)  ถา ,jt x m j= < แลว ( )1 2, , ,..., :m
j m jS x t t t x=  

             (3)  ถา ( )1 2, ,...,
ii nt f s s s=  แลว                  
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                     ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 1 2, , ,..., : , , ,..., ,..., , , ,...,
i

m m m
m i m n mS t t t t f S s t t t S s t t t=  

             ซ่ึงเราจะขยาย เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน σ ไปเปนฟงกชัน ( ) ( )
^

:W X W Xτ τσ →  

โดยวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ดังนี้: 

             (1)  
^
[ ] :x xσ =  ทุก x X∈  

             (2)  ( ) ( )
^ ^ ^ ^

1 2 1 2[ , ,..., ] : , [ ], [ ],..., [ ]i

i i

n
i n i nf t t t S f t t tσ σ σ σ σ =  

 
โดยท่ี 

^
[ ]jtσ  กําหนดคา

แลวทุก 1 ij n≤ ≤  

             กําหนดการดําเนินการทวิภาค Gο บน ( )GHyp τ ดังนี้ สําหรับ ( )1 2, GHypσ σ τ∈  

                               
^

1 2 1 2:Gσ ο σ σ ο σ=   โดยท่ี ο  เปนการประกอบของฟงกชันปกติ ให idσ  

เปนเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันท่ีกําหนดโดย สําหรับแตละ i I∈  

                                           ( ) ( )1 2, ,...,
iid i i nf f x x xσ =  

ซ่ึงเราไดวา ( )( ); ,G G idHyp τ ο σ  เปนโมนอยดท่ีมี idσ เปนสมาชิกเอกลักษณ และเรายังไดอีกวา เซต

ของไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมด เปนโมนอยดยอยของ ( )( ); ,G G idHyp τ ο σ  
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บทท่ี 3 

วิธีดําเนินการวิจัย 

 

3.1 วิธีการดําเนินการวิจัย 

1. ทําการรวบรวมเอกสารท่ีมีอยูท่ีเก่ียวของกับโครงการวิจัย    และจัดหาเอกสารท่ีจําเปน

เพ่ิมเติมโดยการสืบคนจากฐานขอมูลตางๆ ท้ังในและตางประเทศ  

2. ศึกษาแนวคิดและความรูพ้ืนฐานท้ังหมดท่ีเก่ียวของดานพีชคณิตเอกภพ 

3. เขารวมประชุมสัมมนาเก่ียวกับพีชคณิตเอกภพในการประชุมวิชาการคณิตศาสตร ครั้งท่ี 12 

ณ มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีราชมงคลอีสาน วิทยาเขตขอนแกน โดยวิทยากร Prof.Dr. Klaus 

Denecke จาก Postsdam University ประเทศเยอรมัน 

4. ลงมือทํางานวิจัยและสรุปผลการศึกษาวิจัย 

5. เขารวมและเสนอผลงานวิจัยในการประชุมวิชาการทางคณิตศาสตร ประจําป 2560 ( AMM 

2017 ) ณ ภาควิชาคณิตศาสตร คณะวิทยาศาสตร มหาวิทยาลัยเชียงใหม และไดนํางานวิจัย

ไปตีพิมพในวารสารระดับนานาชาติ Thai Journal of Mathematics เพ่ือเผยแผองคความรู

ใหเกิดประโยชนตอประเทศชาติตอไป 

 

 

3.2. ระยะเวลาการวิจัย 

ระยะเวลาโครงการ 1  ป  

วันท่ีเริ่มตน 1 ตุลาคม 2560 วันท่ีสิ้นสุด 30 กันยายน 2561 

 

 

3.3 สถานท่ีทําการวิจัย 

 

ในประเทศ/ 

ตางประเทศ 
จังหวัด พ้ืนท่ีท่ีทําวิจัย ชื่อสถานท่ี 

ไทย มหาสารคาม มหาวิทยาลัยราชภัฏ

มหาสารคาม 

  สาขาวิชาคณิตศาสตร 

ไทย เชียงใหม มหาวิทยาลัยเชียงใหม ภาควิชาคณิตศาสตร 
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3.4 แผนการดําเนินงานวิจัย 

 

กิจกรรมท่ีทํา ต.ค. พ.ย. ธ.ค. ม.ค. ก.พ. มี.ค. เม.ย พ.ค. มิ.ย. ก.ค. ส.ค. ก.ย. 

1. รวบรวมเอกสาร งานวิจัยและ

กําหนดปญหา 

2. ทําความเขาใจพ้ืนฐาน โดยศึกษา

จากเอกสารอางอิง 

3 .  หา โมนอยดย อยใหญสุ ด

ท้ังหมดของคลาสปรกติชนิด

พิเศษของเซต ( )2GHyp  

4. ลงมือพิมพงานวิจัย 

5. ทําการตรวจสอบ แกไขและ สง

งานวิจัยตีพิมพในวารสาร  

6. สรุปและทํารายงายผลการทําวิจัย 

 

            

 

 

3.5 ปจจัยท่ีเอ้ือตอการวิจัย (อุปกรณการวิจัย โครงสรางพ้ืนฐาน อ่ืน ๆ ) ระบุเฉพาะปจจัยท่ี

ตองการเพ่ิมเติม 

 3.5.1 ระบุเฉพาะปจจัยท่ีตองการเพ่ิมเติม 

         1. เอกสาร ตํารา วารสาร  

                  2. วัสดุเก่ียวกับคอมพิวเตอรท่ีจําเปน  
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บทท่ี 4  

ผลการวิจัย 

 

           ตลอดการดําเนินงานวิจัยนี้ เราให f เปนสัญลักษณแทนการดําเนินการทวิภาค ชนิด ( )2=τ   

โดย tσ  แทนเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันซ่ึงสง f ไปท่ี ( ) ( )XWt 2∈  

 

4.1 ความสัมพันธระหวางกึ่งกรูปยอยของคลาสปรกติพิเศษของ  (Relationship    

     Between Subsemigroup of Special Regular Classes of )  

           สําหรับ ( ) ( )XWt 2∈ เราจะแนะนําบรรดานิยามแนวคิดของสัญลักษณดังตอไปนี้ 

1. ( ) =:tleftmost  ตัวแปรแรกท่ีเกิดข้ึน (จากทางซาย) ใน t  

2. ( ) =:trightmost  ตัวแปรสุดทายท่ีเกิดข้ึน ใน t   

3. ( ) =:var t เซตของตัวแปรท้ังหมดท่ีเกิดข้ึนใน t  

ให ∈tσ  เราจะแทน 

( ) ( ){ ',|2: 11 txftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ และ ( )}tx var2 ∉  

( ) ( ){ 22 ,'|2: xtftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ และ ( )}tx var1 ∉  

( )}}{{ 21213 ,,,|: xxfxxtR t ∈= σ  และ 

( ) } }{{ ∅=∩= 214 ,var|: xxtR tσ  

 ใน ป ค.ศ. 2010 W. Puninagool และ S. Leeratanavalee  แสดงไดวา ( )( ) =2GHypE  

4321 RRRR ∪∪∪  

 ให ∈tσ  เราจะแทน 

( ) ( ){ ',|2:' 11 txftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var2 tx ∉  และ ( ) }1' xtrightmost ≠  

( ) ( ){ 22 ,'|2:' xtftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var1 tx ∉  และ ( ) }2' xtleftmost ≠  

และแทน  

            ( ) ( ) 43212 '' RRRRMI
GHyp ∪∪∪=  

            ( ) ( ) 43121 RRRMI
GHyp ∪∪=  

            ( ) ( ) 43222 RRRMI
GHyp ∪∪=  และ 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}{ 43,,,2 122211
,, RRMSR xxfxxfxxfHypG

∪∪= σσσ  

             ใน ป ค.ศ. 2014 W. Wongpinit และ S. Leeratanavalee  ไดหาวา ( ) ( )2GHypMI , 

( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI เปนเซตนิจพลยอยใหญสุดท้ังหมดของ  

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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            และในปเดียวกันนั้นเอง W. Wongpinit และ S. Leeratanavalee ยังไดแสดงไดดวยวา 

( )( ) ( )}{
12 ,2 xxfGHypE σ∪  เปนเซตของสมาชิกโคปรกติ ปฏิปรกติ ปรกติบริบูรณ ปรกติทางซาย 

ปรกติทางขวา และปรกติอินทรา ท้ังหมดของ  

 

นิยาม 4.1.1 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ  เราเรียก ST ⊆≠∅ วาเปน ก่ึงกรูปยอย (subsemigroup) 

ของ S ถา TT ⊆2  

นิยาม 4.1.2 เราเรียกก่ึงกรูปยอย T ของ S วาเปน ก่ึงกรูปยอยปรกติ (regular subsemigroup) 

ของ S ถาแตละ Ta∈ มี Tb∈ ท่ีทําให abaa =  
          ทําใหเราไดบทตั้งท่ีสําคัญมากตอไปนี้ 

บทตั้ง 4.1.3 ให R เปนก่ึงกรูปยอยของ  จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

1. R เปนโคปรกติ 

2. R เปนปฏิปรกติ 

3. R เปนปรกติบริบูรณ 

4. R เปนปรกติทางขวา 

5. R เปนปรกติทางซาย 

6. R เปนปรกติทางซาย 

โดยใชขอเท็จจริงดังกลาวในบทตั้งและเพ่ือความสะดวก คลาสของโคปรกติ ปฏิปรกติ ปรกติ

บริบูรณ  ปรกติทางขวา ปรกติทางซาย และปรกติอินทรา เราจะตกลงเรียกรวมกันวาเปน คลาสปรกติ

พิเศษ (special regular classes) ของ    

 

4.2 โมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  (All Maximal 

Subsemigroup of Special Regular Classes of )  

เราสามารถพิสูจนพรอพโพสิชันไดดังตอไปนี้ 

 

พรอพโพสิชัน 4.2.1 เราไดวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอย

ใหญสุดของบรรดาคลาสปรกติพิเศษของ  

 พิสูจน เนื่องจาก ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอยนิจพล

ใหญสุดของ  เราจะไดวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยด

ยอยของคลาสปรกติพิเศษของ  เราจะแสดงวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ 

( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของบรรดาคลาสปรกติพิเศษของ   

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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                  กรณีท่ี ( ) ( )2GHypMI  : เราให K  เปนโมนอยดยอยแทใด ๆ ของ  โดยท่ี 

( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMI
G

⊂⊆  ให Kt ∈σ  เราสมมติวา ( ) Kxxf ∈12 ,  เราเลือก ( )',1 txft =  

โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var, 21 txx ∉  พิจารณา 

              
( )( )( ) ( )[ ]

( )( )
( )',

,,',

,

2

121
2

12, 12

txf
xxtxfS

xxff txxfGt

=
=

=
∧

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) KxxfGt ∉
12 ,σσ   ซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ  

ดังนั้น ( ) Kxxf ∉12 ,  นั่นคือ ( ) ( ) KMI
GHyp =2  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ

 

                    กรณีท่ี ( ) ( )21 GHypMI  : เราให K  เปนโมนอยดยอยแทใด ๆ ของ  โดยท่ี 

( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMI
G

⊂⊆  ให Kt ∈σ  เราสมมติวา ( ) Kxxf ∈12 ,  เราเลือก ( )',1 txft =  

โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var, 21 txx ∉  พิจารณา 

              
( )( )( ) ( )[ ]

( )( )
( )',

,,',

,

2

121
2

12, 12

txf
xxtxfS

xxff txxfGt

=
=

=
∧

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) KxxfGt ∉
12 ,σσ   ซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ  

ดังนั้น ( ) Kxxf ∉12 ,  นั่นคือ ( ) ( ) KMI
GHyp =2  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ

 

                    กรณีท่ี ( ) ( )22 GHypMI  สามารถพิสูจนคลายกับกรณี ( ) ( )21 GHypMI        

 

บทแทรก 4.2.2 ทุก ๆ นิจพลยอยใหญสุดท้ังหมดของ  จะเปนก่ึงกรูปยอยใหญสุดของ

คลาสปรกติพิเศษของ  

พิสูจน  เห็นไดชัดเจนโดยตรงจาก พรอพโพสิชัน 4.2.1 

 

พรอพโพสิชันท่ีจะกลาวตอไปนี้ เราจะแสดงวาบทกลับของ บทแทรก 4.2.2 ไมเปนความจริง

ในกรณีท่ัว ๆ ไป 

 

พรอพโพสิชัน 4.2.3 เราไดวา ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ 

 

 พิสูจน   เราจะแสดงวาเซต ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยของ  โดยพิจารณา

จาก ( ) ( )2GHypid MSR∈σ  และ ( ) ( ) ( )}{ ( ) ( ) ( ) ( )22,,, 122211
,,

GG HypHypxxfxxfxxf MSRMSR ⊆σσσ  และ 

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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( )( ) ( ) ( ) ( )2243 GG HypHyp MSRMSRRR ⊆∪  เราจะไดวา ( ) ( ) ( ) ( )22
2

GG HypHyp MSRMSR ⊆  ดังนั้น

( ) ( )2GHypMSR  โมนอยดยอยของ  ตอไปเราจะแสดงวา ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอย

ใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ  เราให K  เปนโมนอยดยอยแทของคลาสปรกติพิเศษ

ของ  โดยท่ี ( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMSR
G

⊂⊆  ให  Kt ∈σ  ถา 2Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( ) ( )222 ,,' xxfxtft ≠=   โดยท่ี ( )'var1 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )22

,2

2,12
2

2,,

,

',

,',,

,'

12

12

1212

xxf

txf

xtxxfS

xtff

xxf

xxf

xxftGxxf

≠







=







=

=

∧

∧

∧

σ

σ

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) tGxxf σσ 
12 ,  ไมมีสมบัติปดซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ

 ดังนั้น ( )22 , xxft =   

               ถา 1Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( ) ( )111 ,', xxftxft ≠=   โดยท่ี ( )'var2 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )11

1,

,112
2

1,,

,

,'

',,,

',

12

12

1212

xxf

xtf

txxxfS

txff

xxf

xxf

xxftGxxf

≠







=







=

=

∧

∧

∧

σ

σ

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) tGxxf σσ 
12 ,  ไมมีสมบัติปดซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ

 ดังนั้น ( )11 , xxft =  นั่นคือ ( ) ( ) KMSR
GHyp =2  

 

ทฤษฎีบท 4.2.4 เราไดวาเซต ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )22 GHypMI  และ ( ) ( )2GHypMSR  เปน

โมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  

 พิสูจน  เราให M เปนเปนโมนอยดยอยใหญสุดใด ๆ ของคลาสปรกติพิเศษของ  

เราจะแบงพิจารณาออกเปนสองกรณี 

                   กรณีท่ี 1 : ถา ( ) Mxxf ∉12 , เราจะไดวา M เปนโมนอยดยอยนิจพลใหญสุดของ 

 โดยการใช บทแทรก 4.2.2 เราไดวา ( ){ ( )2GHypMIM ∈ , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )}22 GHypMI  

                    กรณีท่ี 2 :  ถา ( ) Mxxf ∈12 ,  เราพิจารณา ( )}{( )43, 12
\ RRM xxft ∪∪∈ σσ   

ถา 2Rt ∈σ โดยท่ี  

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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  ( )2,' xtft =   โดยท่ี ( )'var1 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ] Mtxf

xtxxfS

xtff

xxf

xxf

xxftGxxf

∈





=







=

=

∧

∧

∧

',

,',,

,'

12

12

1212

,2

2,12
2

2,,

σ

σ

σσσ 

 

                           ดังนั้น ( )22 , xxft =  

ถา 1Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( )',1 txft =   โดยท่ี ( )'var2 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ] Mxtf

txxxfS

txff

xxf

xxf

xxftGxxf

∈





=







=

=

∧

∧

∧

1,

,112
2

1,,

,'

',,,

',

12

12

1212

σ

σ

σσσ 

 

                          ดังนั้น ( )11 , xxft =   

                    จะไดวา ( ) ( )2GHypt MSR∈σ  นั่นคือ ( ) ( )2GHypMSRM ⊆  

   เนื่องจาก M เปนเปนโมนอยดยอยใหญสุดใด ๆ ของคลาสปรกติพิเศษของ  เราไดวา 

( ) ( )2GHypMSRM =  จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2 เราจึงสรุปไดวา  

           ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )22 GHypMI  และ ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยใหญสุด

ท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  

 
 

( )2GHyp

( )2GHyp
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บทท่ี 5 

สรุปผลการวิจัย อภิปรายผล และขอเสนอแนะ 

 

สรุปผลการวิจัย 

 

 จากผลการศึกษาคนควาในครั้งนี้ทําใหเราไดทราบลักษณะของโมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมด

บน ( )2GHyp  โดยมีทฤษฎบีทท่ีไดพิสูจนไวดังตอไปนี้ 

 

1. พรอพโพสิชัน 4.2.1 เราไดวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอย

ใหญสุดของบรรดาคลาสปรกติพิเศษของ  

 

2. บทแทรก 4.2.2 ทุก ๆ นิจพลยอยใหญสุดท้ังหมดของ  จะเปนก่ึงกรูปยอยใหญสุดของ

คลาสปรกติพิเศษของ  

 

3. พรอพโพสิชัน 4.2.3 เราไดวา ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ 

 

 

4. ทฤษฎีบท 4.2.4 เราไดวาเซต ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )22 GHypMI  และ ( ) ( )2GHypMSR  

เปนโมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  

 

อภิปรายผล 

 

           จากการศึกษาคนควาวิจัยในครั้งนี้ สรุปผลไดวาเปนไปตามสมมติฐานท่ีเราไดคาดการณไว

ตั้งแตเริ่มตน ท้ังนี้ยังไดบทแทรกท่ีมีความครอบคลุมงานวิจัยเดิมท่ีผูวิจัยไดเคยศึกษามากอนอีกดวยซ่ึง

เปนประโยชนตอการอางอิงในงานวิจัยครั้งตอๆ ไปเพ่ิมมาอีกดวย 

 

ขอเสนอแนะในการนําผลการวิจัยไปใช 

 

การทํางานวิจัยในครั้งนี้เปนการสรางองคความรูใหมเพ่ือเปนพ้ืนฐานในการพัฒนาองคความรู 

ทางวิทยาศาสตรโดยเฉพาะนักคณิตศาสตรรุนใหมและทางคอมพิวเตอร ซ่ึงมีความสําคัญทําใหเห็นถึง

ลักษณะโครงสรางทางคณิตศาสตรและเกิดแนวคิดทางคณิตศาสตรไดกวางขวางและลึกซ้ึงยิ่งข้ึน ท้ังยัง

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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ทําใหเกิดองคความรูใหมข้ึนในสาขาวิชาพีชคณิตเอกภพ ซ่ึงไดมีนักคณิตศาสตรมากมายใหความสนใจ

ศึกษาและวิจัยในสาขาดังกลาวกันอยางตอเนื่อง  เพราะในการคิดคนทฤษฎีเพ่ือหาองคความรูใหม ๆ 

นั้นนับวามีประโยชนเปนอยางมากตอทางวิชาการและการพัฒนาประเทศ ซ่ึงเปนท่ียอมรับวาทฤษฎี

และองคความรูใหม ๆ ท่ีเกิดจากการวิจัยนั้น นอกจากจะมีประโยชนอยางมากในการพัฒนาความรูเชิง

วิชาการในสาขาและแขนงตางๆ แลวยังสามารถนําไปประยุกตในสาขาอ่ืน ๆ และเปนพ้ืนฐานสําคัญใน

การรองรับการพัฒนาทางวิทยาศาสตรพ้ืนฐาน (Basic  science) อีกดวย อันถือเปนรากฐานสําคัญใน

การพัฒนาองคความรูทางวิทยาศาสตรและเทคโนโลยีของประเทศใหเจริญกาวหนา ซ่ึงนับวาเปนสิ่ง

สําคัญยิ่ง 

 

ขอเสนอแนะในการทําวิจัยครั้งตอไป 

 

 การทํางานวิจัยนี้ เปนการศึกษาท่ีบรรดาคลาสปรกติชนิดพิเศษของ  และไดองค  

ความรูตามท่ีไดกลาวมาแลวนั้น  เราสามารถใชแนวคิดนี้ไปประยุกตกับการศึกษาบนก่ึงกรูปปรกติของ 

ไดอีก 
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บทคัดยอ 

           ในการวิจัยครั้งนี้ มีวัตถุประสงคเพ่ือศึกษาหาโครงสรางของโมนอยดยอยใหญสุดของคลาส

ปรกติพิเศษบางชนิดท้ังหมดของโมนอยด  ซ่ึงเปนเซตของเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน

ชนิด ( )2=τ  ท้ังหมด ผลการศึกษาทําใหเราไดลักษณะท้ังหมดของโมนอยดยอยใหญสุดของคลาส

ปรกติพิเศษบางชนิดของ  
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ABSTRACT 

         The purpose of this research, we characterize maximal submonoids of some 

special regular classes of the monoid  of all generalized hypersubstitutions 

of type ( )2=τ . In this study, we also have characterized the all maximal submonoids 

of some special regular classes of . 
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