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บทท่ี 4  

ผลการวิจัย 

 

           ตลอดการดําเนินงานวิจัยนี้ เราให f เปนสัญลักษณแทนการดําเนินการทวิภาค ชนิด ( )2=τ   

โดย tσ  แทนเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันซ่ึงสง f ไปท่ี ( ) ( )XWt 2∈  

 

4.1 ความสัมพันธระหวางกึ่งกรูปยอยของคลาสปรกติพิเศษของ  (Relationship    

     Between Subsemigroup of Special Regular Classes of )  

           สําหรับ ( ) ( )XWt 2∈ เราจะแนะนําบรรดานิยามแนวคิดของสัญลักษณดังตอไปนี้ 

1. ( ) =:tleftmost  ตัวแปรแรกท่ีเกิดข้ึน (จากทางซาย) ใน t  

2. ( ) =:trightmost  ตัวแปรสุดทายท่ีเกิดข้ึน ใน t   

3. ( ) =:var t เซตของตัวแปรท้ังหมดท่ีเกิดข้ึนใน t  

ให ∈tσ  เราจะแทน 

( ) ( ){ ',|2: 11 txftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ และ ( )}tx var2 ∉  

( ) ( ){ 22 ,'|2: xtftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ และ ( )}tx var1 ∉  

( )}}{{ 21213 ,,,|: xxfxxtR t ∈= σ  และ 

( ) } }{{ ∅=∩= 214 ,var|: xxtR tσ  

 ใน ป ค.ศ. 2010 W. Puninagool และ S. Leeratanavalee  แสดงไดวา ( )( ) =2GHypE  

4321 RRRR ∪∪∪  

 ให ∈tσ  เราจะแทน 

( ) ( ){ ',|2:' 11 txftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var2 tx ∉  และ ( ) }1' xtrightmost ≠  

( ) ( ){ 22 ,'|2:' xtftHypR Gt =∈= σ  โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var1 tx ∉  และ ( ) }2' xtleftmost ≠  

และแทน  

            ( ) ( ) 43212 '' RRRRMI
GHyp ∪∪∪=  

            ( ) ( ) 43121 RRRMI
GHyp ∪∪=  

            ( ) ( ) 43222 RRRMI
GHyp ∪∪=  และ 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )}{ 43,,,2 122211
,, RRMSR xxfxxfxxfHypG

∪∪= σσσ  

             ใน ป ค.ศ. 2014 W. Wongpinit และ S. Leeratanavalee  ไดหาวา ( ) ( )2GHypMI , 

( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI เปนเซตนิจพลยอยใหญสุดท้ังหมดของ  

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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            และในปเดียวกันนั้นเอง W. Wongpinit และ S. Leeratanavalee ยังไดแสดงไดดวยวา 

( )( ) ( )}{
12 ,2 xxfGHypE σ∪  เปนเซตของสมาชิกโคปรกติ ปฏิปรกติ ปรกติบริบูรณ ปรกติทางซาย 

ปรกติทางขวา และปรกติอินทรา ท้ังหมดของ  

 

นิยาม 4.1.1 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ  เราเรียก ST ⊆≠∅ วาเปน ก่ึงกรูปยอย (subsemigroup) 

ของ S ถา TT ⊆2  

นิยาม 4.1.2 เราเรียกก่ึงกรูปยอย T ของ S วาเปน ก่ึงกรูปยอยปรกติ (regular subsemigroup) 

ของ S ถาแตละ Ta∈ มี Tb∈ ท่ีทําให abaa =  
          ทําใหเราไดบทตั้งท่ีสําคัญมากตอไปนี้ 

บทตั้ง 4.1.3 ให R เปนก่ึงกรูปยอยของ  จะไดวาขอความตอไปนี้สมมูลกัน 

1. R เปนโคปรกติ 

2. R เปนปฏิปรกติ 

3. R เปนปรกติบริบูรณ 

4. R เปนปรกติทางขวา 

5. R เปนปรกติทางซาย 

6. R เปนปรกติทางซาย 

โดยใชขอเท็จจริงดังกลาวในบทตั้งและเพ่ือความสะดวก คลาสของโคปรกติ ปฏิปรกติ ปรกติ

บริบูรณ  ปรกติทางขวา ปรกติทางซาย และปรกติอินทรา เราจะตกลงเรียกรวมกันวาเปน คลาสปรกติ

พิเศษ (special regular classes) ของ    

 

4.2 โมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  (All Maximal 

Subsemigroup of Special Regular Classes of )  

เราสามารถพิสูจนพรอพโพสิชันไดดังตอไปนี้ 

 

พรอพโพสิชัน 4.2.1 เราไดวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอย

ใหญสุดของบรรดาคลาสปรกติพิเศษของ  

 พิสูจน เนื่องจาก ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอยนิจพล

ใหญสุดของ  เราจะไดวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ ( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยด

ยอยของคลาสปรกติพิเศษของ  เราจะแสดงวา ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( )21 GHypMI  และ 

( ) ( )22 GHypMI  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของบรรดาคลาสปรกติพิเศษของ   

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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                  กรณีท่ี ( ) ( )2GHypMI  : เราให K  เปนโมนอยดยอยแทใด ๆ ของ  โดยท่ี 

( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMI
G

⊂⊆  ให Kt ∈σ  เราสมมติวา ( ) Kxxf ∈12 ,  เราเลือก ( )',1 txft =  

โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var, 21 txx ∉  พิจารณา 

              
( )( )( ) ( )[ ]

( )( )
( )',

,,',

,

2

121
2

12, 12

txf
xxtxfS

xxff txxfGt

=
=

=
∧

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) KxxfGt ∉
12 ,σσ   ซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ  

ดังนั้น ( ) Kxxf ∉12 ,  นั่นคือ ( ) ( ) KMI
GHyp =2  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ

 

                    กรณีท่ี ( ) ( )21 GHypMI  : เราให K  เปนโมนอยดยอยแทใด ๆ ของ  โดยท่ี 

( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMI
G

⊂⊆  ให Kt ∈σ  เราสมมติวา ( ) Kxxf ∈12 ,  เราเลือก ( )',1 txft =  

โดยท่ี ( ) ( )XWt 2'∈ , ( )'var, 21 txx ∉  พิจารณา 

              
( )( )( ) ( )[ ]

( )( )
( )',

,,',

,

2

121
2

12, 12

txf
xxtxfS

xxff txxfGt

=
=

=
∧

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) KxxfGt ∉
12 ,σσ   ซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ  

ดังนั้น ( ) Kxxf ∉12 ,  นั่นคือ ( ) ( ) KMI
GHyp =2  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ

 

                    กรณีท่ี ( ) ( )22 GHypMI  สามารถพิสูจนคลายกับกรณี ( ) ( )21 GHypMI        

 

บทแทรก 4.2.2 ทุก ๆ นิจพลยอยใหญสุดท้ังหมดของ  จะเปนก่ึงกรูปยอยใหญสุดของ

คลาสปรกติพิเศษของ  

พิสูจน  เห็นไดชัดเจนโดยตรงจาก พรอพโพสิชัน 4.2.1 

 

พรอพโพสิชันท่ีจะกลาวตอไปนี้ เราจะแสดงวาบทกลับของ บทแทรก 4.2.2 ไมเปนความจริง

ในกรณีท่ัว ๆ ไป 

 

พรอพโพสิชัน 4.2.3 เราไดวา ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ 

 

 พิสูจน   เราจะแสดงวาเซต ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยของ  โดยพิจารณา

จาก ( ) ( )2GHypid MSR∈σ  และ ( ) ( ) ( )}{ ( ) ( ) ( ) ( )22,,, 122211
,,

GG HypHypxxfxxfxxf MSRMSR ⊆σσσ  และ 

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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( )( ) ( ) ( ) ( )2243 GG HypHyp MSRMSRRR ⊆∪  เราจะไดวา ( ) ( ) ( ) ( )22
2

GG HypHyp MSRMSR ⊆  ดังนั้น

( ) ( )2GHypMSR  โมนอยดยอยของ  ตอไปเราจะแสดงวา ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอย

ใหญสุดของคลาสปรกติพิเศษของ  เราให K  เปนโมนอยดยอยแทของคลาสปรกติพิเศษ

ของ  โดยท่ี ( ) ( ) ( )22 GHyp HypKMSR
G

⊂⊆  ให  Kt ∈σ  ถา 2Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( ) ( )222 ,,' xxfxtft ≠=   โดยท่ี ( )'var1 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )22

,2

2,12
2

2,,

,

',

,',,

,'

12

12

1212

xxf

txf

xtxxfS

xtff

xxf

xxf

xxftGxxf

≠







=







=

=

∧

∧

∧

σ

σ

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) tGxxf σσ 
12 ,  ไมมีสมบัติปดซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ

 ดังนั้น ( )22 , xxft =   

               ถา 1Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( ) ( )111 ,', xxftxft ≠=   โดยท่ี ( )'var2 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

( )11

1,

,112
2

1,,

,

,'

',,,

',

12

12

1212

xxf

xtf

txxxfS

txff

xxf

xxf

xxftGxxf

≠







=







=

=

∧

∧

∧

σ

σ

σσσ 

 

                จะไดวา ( ) tGxxf σσ 
12 ,  ไมมีสมบัติปดซ่ึงเกิดขอขัดแยงท่ี K  เปนโมนอยดยอยของ

 ดังนั้น ( )11 , xxft =  นั่นคือ ( ) ( ) KMSR
GHyp =2  

 

ทฤษฎีบท 4.2.4 เราไดวาเซต ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )22 GHypMI  และ ( ) ( )2GHypMSR  เปน

โมนอยดยอยใหญสุดท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  

 พิสูจน  เราให M เปนเปนโมนอยดยอยใหญสุดใด ๆ ของคลาสปรกติพิเศษของ  

เราจะแบงพิจารณาออกเปนสองกรณี 

                   กรณีท่ี 1 : ถา ( ) Mxxf ∉12 , เราจะไดวา M เปนโมนอยดยอยนิจพลใหญสุดของ 

 โดยการใช บทแทรก 4.2.2 เราไดวา ( ){ ( )2GHypMIM ∈ , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )}22 GHypMI  

                    กรณีท่ี 2 :  ถา ( ) Mxxf ∈12 ,  เราพิจารณา ( )}{( )43, 12
\ RRM xxft ∪∪∈ σσ   

ถา 2Rt ∈σ โดยท่ี  

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp

( )2GHyp
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  ( )2,' xtft =   โดยท่ี ( )'var1 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ] Mtxf

xtxxfS

xtff

xxf

xxf

xxftGxxf

∈





=







=

=

∧

∧

∧

',

,',,

,'

12

12

1212

,2

2,12
2

2,,

σ

σ

σσσ 

 

                           ดังนั้น ( )22 , xxft =  

ถา 1Rt ∈σ โดยท่ี  

 ( )',1 txft =   โดยท่ี ( )'var2 tx ∉  พิจารณา 

              

( )( )( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) [ ]

( ) [ ] Mxtf

txxxfS

txff

xxf

xxf

xxftGxxf

∈





=







=

=

∧

∧

∧

1,

,112
2

1,,

,'

',,,

',

12

12

1212

σ

σ

σσσ 

 

                          ดังนั้น ( )11 , xxft =   

                    จะไดวา ( ) ( )2GHypt MSR∈σ  นั่นคือ ( ) ( )2GHypMSRM ⊆  

   เนื่องจาก M เปนเปนโมนอยดยอยใหญสุดใด ๆ ของคลาสปรกติพิเศษของ  เราไดวา 

( ) ( )2GHypMSRM =  จากกรณีท่ี 1 และกรณีท่ี 2 เราจึงสรุปไดวา  

           ( ) ( )2GHypMI , ( ) ( ) ,21 GHypMI  ( ) ( )22 GHypMI  และ ( ) ( )2GHypMSR  เปนโมนอยดยอยใหญสุด

ท้ังหมดของคลาสปรกติพิเศษของ  

 
 

( )2GHyp

( )2GHyp


