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บทท่ี 2  

แนวคิด ทฤษฎี เอกสารและงานวิจัยท่ีเกี่ยวของ 

 

2.1 พีชคณิต (Algebras) 

 

ให A  เปนเซตใด ๆ ท่ีไมเปนเซตวาง และให { }0∪∈Nn  เม่ือ N  เปนเซตของจํานวน

ธรรมชาติ (natural number) เรานิยาม { }∅=0A  และ { }AaaaaaA nn
n ∈= ...,,|)...,,,( 121

จะเรียกฟงกชัน AAf nn →:  วา การดําเนินการลําดับ n  ท่ีนิยามบน A ( n -ary operation 

define on A ) และจะเรียกฟงกชันดังกลาววามี อาริตี้ n  ให Iiif ∈)(  เปนสัญลักษณการ

ดําเนินการลําดับ in  ( in - ary operation symbol ) เม่ือ I  เปนเซตดรรชนี (indexed set) จะเรียก

ลําดับ Iiin ∈= )(τ  วา ชนิด (type) ของอาริตี้ของ if   

 เรานิยาม พีชคณิตชนิด τ  (algebra of type τ ) คือคูอันดับ Α  ( )Ii
A

ifA ∈= )(,;  เม่ือ A

เปนเซตใด ๆ ท่ีไมเปนเซตวางและ Ii
A

if ∈)( เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  โดยท่ัวไปจะ

เขียน Α  แทน ( )Ii
A

ifA ∈)(,  กําหนดให )(lg τfA  แทนคลาสของพีชคณิตชนิด τ  ท้ังหมดและให 

)(lg τfA  แทนคลาสของพีชคณิตจํากัดชนิด τ  ท้ังหมด  

 

  

2.2 กึ่งกรูปปรกติ (Regular Semigroups) 

 

นิยาม 2.3.1 ใหเซต ∅≠S เรียก ( )⋅,S  วา กรูปปอยด (Groupoid) ถา · เปนการดําเนินการ

ทวิภาค (Binary operation) บน S และจะเรียกกรูปปอยด ( )⋅,S  วา กึ่งกรูป (Semigroup) 

ถา · มี สมบัติการเปล่ียนหมู (Associative) นั่นคือ สําหรับทุกๆ Scba ∈,,  

     ( ) ( )cbacba ⋅⋅=⋅⋅  
หมายเหตุ  เพ่ือความสะดวกและไมใหเกิดความสับสนเราจะเขียน S  แทน ( )⋅,S  และจะใช ab

แทน ba ⋅  

นิยาม 2.3.2 จะเรียกสมาชิก Se∈ วา สมาชิกเอกลักษณ (Identity) ของ S  ก็ตอเม่ือ สําหรับ

ทุก eaaaeSa ==∈ ,  

นิยาม 2.3.3 ก่ึงกรุปท่ีมีสมาชิกเอกลักษณจะเรียกวา โมนอยด (Monoid)  และจะเรียกโมนอยด S 

วา กรูป(Group) ถาแตละ Sa∈ มี Sb∈ ท่ีทําให baeab ==  



5 
 

นิยาม 2.3.4 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ เรียกสมาชิก Sa∈ วาเปน ปรกต ิ(regular) ถามี Sb∈ ท่ี

ทําให abaa = เรียกก่ึงกรูป S วา ปรกต ิถาสมาชิกทุกตัวของ S เปนปรกติ 

นิยาม 2.3.5 ให S เปนก่ึงกรูปใด ๆ เราจะเรียกสมาชิก Sa∈ วาเปน นิจพล (idempotent) ถา

aaa = เราเขียนแทนเซตของสมาชิกนิจพลท้ังหมดของก่ึงกรูป S ดวย ( )SE  

นิยาม 2.3.6 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน โคปรกต ิ(coregular) ถาแตละ Sa∈ จะมี Sb∈ ท่ีทํา

ให bababaa ==  

นิยาม 2.3.7 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปฏิปรกต ิ(anti-regular) ถาแตละ Sa∈ จะมี Sb∈ ท่ี

ทําให abab = และ baba =  

นิยาม 2.3.8 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติบริบูรณ (completely-regular) ถาแตละ Sa∈ จะ

มี Sb∈ ท่ีทําให abaa = และ baab =  

นิยาม 2.3.9 เรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติทางขวา (right regular) ถาแตละ Sa∈ จะมี

Sb∈ ท่ีทําให baa 2= และ S เปน กึ่งกรูปปรกติทางซาย (left regular) ถาแตละ Sa∈

จะมี Sb∈ ท่ีทําให 
2baa =  

นิยาม 2.3.10 และจะเรียกก่ึงกรูป S วาเปน ปรกติอินทรา (intra- regular) ถา SSaa 2∈

สําหรับแตละ Sa∈  

 

2.3 เทอมและเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน (Terms and Generalized Hypersubstitutions) 

  

เราสามารถขยายแนวคิดของ “คํา” ใหอยูในรูปแบบอยางท่ัว ๆ ไป (general) ไดดังตอไปนี้ 

สําหรับแตละจํานวนนับ n  ใด ๆ ให { }nn xxxX ,...,,: 21=  เปนเซตของตัวแปร (variables) ท่ีมี

สมาชิก n  ตัว { },...,,: 321 xxxX =  และ { }|if i I∈ เปนเซตของสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  

( in - ary operation symbol) และ I  เปนเซตดรรชนี และให ( )i i I
nτ

∈
= เปน ชนิด (type) ของ อาริ

ตี ของ if (the arity of if ) และนิยามเทอมลําดับ n  ชนิด ( )i i I
nτ

∈
= โดยวิธอุีปนัยดังนี้ : 

           (1)  สําหรับทุก i nx X∈  เปนเทอมลําดับ n  ชนิด τ  

  (2)  ถา 1 2, ,...,
int t t เปนเทอมลําดับ n  ชนิด τ  แลว ( )1 2, ,...,

ii nf t t t  เปนเทอมลําดับ n  

ชนิด τ  ดวย โดยเราใชสัญลักษณ ( )nW Xτ  แทนเซตท่ีเล็กท่ีสุดของเทอมอันดับ n  ชนิด τ  ท่ีมี 

1 2, ,..., nx x x  เปนสมาชิกและท่ีมีสมบัติปดภายใตการกระทําในขอ (2) จํานวนจํากัดครั้ง และให 

( ) ( )
1

n
n

W X W Xτ τ

∞

=

= เปนเซตของเทอมชนิด τ  ท้ังหมดโดยใชข้ันตอนท่ี (2) ในนิยามของเทอม

ลําดับ ทําใหเราไดพีชคณิตเทอม )(XFτ ))(,(; IiifA ∈

−

=  ชนิด τ  และจะเรียกพีชคณิตเทอมนี้วา 
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absolutely free algebra เม่ือ ( ) ( )
1

n
n

W X W Xτ τ

∞

=

=  เปนเซตของเทอมชนิด τ  ท้ังหมดและ 

Iiif ∈

−

)(  เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in บน )(XWτ  นิยามโดย ),...(:),...( 11 ii nini ttfttf =
−

 

สําหรับทุก ๆ Ii∈  ซ่ึง if  เปนสัญลักษณการดําเนินการลําดับ in  และ )(,...1 XWtt
in t∈   

ในป ค.ศ. 1991 K. Denecke, D. Lau, R. Poschel และ D. Schweigert  ไดนิยามแนวคิดเก่ียวกับ 

ไฮเพอรสับสติตูชัน นั่นคือ ไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิดτ คือ ฟงกชัน { } ( ): |if i I W Xτσ ∈ → ซ่ึง 

( ) ( )ii nf W Xτσ ∈ และแตละไฮเพอรสับสติตูชันσ  จะกําหนดการดําเนินการ

( ) ( )
^

:W X W Xτ τσ →  โดยวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ดังนี้: 

             (1)  
^
[ ] :x xσ =  ทุก x X∈  

             (2)  ( ) ( )
^ ^ ^ ^

1 2 1 2[ , ,..., ] : [ ], [ ],..., [ ]
i ii n i nf t t t f t t tσ σ σ σ σ =  

 
 โดยท่ี 

^
[ ]jtσ  กําหนดคาแลว

ทุก1 ij n≤ ≤  

 

             ให ( )Hyp τ แทนเซตของไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมดและกําหนดการดําเนินการ

ทวิภาค hο  

บน ( )Hyp τ ดังนี้ สําหรับ ( )1 2, Hypσ σ τ∈  

                                        
^

1 2 1 2:hσ ο σ σ ο σ=  โดยท่ี ο  เปนการประกอบของฟงกชันปกติ  

              ให idσ  เปนไฮเพอรสับสติตูชันท่ีกําหนดโดย สําหรับแตละ i I∈  

                                           ( ) ( )1 2, ,...,
iid i i nf f x x xσ =  

             ทําใหเราไดวา ( )( ); ,h idHyp τ ο σ  เปนโมนอยด (monoid) ท่ีมี idσ เปนสมาชิก

เอกลักษณ 

             ในป ค.ศ. 2000 S. Leeratanavalee และ K. Denecke  ไดวางนัยท่ัวไปของแนวคิด

ของไฮเพอรสับสติตูชัน ไปเปน เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน นั่นคือ เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน 

ชนิด τ  คือ ฟงกชัน { } ( ): |if i I W Xτσ ∈ →  โดยท่ี ( ) ( )if W Xτσ ∈  เราแทนเซตของ 

เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมดดวย ( )GHyp τ  ซ่ึงในการนิยามการดําเนินการ

ทวิภาคบน ( )GHyp τ  เราจะนิยามแนวคิดของ เจเนอรัลไลซซุปเปอรโพสิชันของเทอม 

( ) ( )1: mmS W X W Xτ τ
+ →  ดังนี้ 

             (1)  ถา ,1jt x j m= ≤ ≤  แลว ( )1 2, , ,..., :m
j m jS x t t t t=  

             (2)  ถา ,jt x m j= < แลว ( )1 2, , ,..., :m
j m jS x t t t x=  

             (3)  ถา ( )1 2, ,...,
ii nt f s s s=  แลว                  
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                     ( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 1 2, , ,..., : , , ,..., ,..., , , ,...,
i

m m m
m i m n mS t t t t f S s t t t S s t t t=  

             ซ่ึงเราจะขยาย เจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชัน σ ไปเปนฟงกชัน ( ) ( )
^

:W X W Xτ τσ →  

โดยวิธีอุปนัยเชิงคณิตศาสตร ดังนี้: 

             (1)  
^
[ ] :x xσ =  ทุก x X∈  

             (2)  ( ) ( )
^ ^ ^ ^

1 2 1 2[ , ,..., ] : , [ ], [ ],..., [ ]i

i i

n
i n i nf t t t S f t t tσ σ σ σ σ =  

 
โดยท่ี 

^
[ ]jtσ  กําหนดคา

แลวทุก 1 ij n≤ ≤  

             กําหนดการดําเนินการทวิภาค Gο บน ( )GHyp τ ดังนี้ สําหรับ ( )1 2, GHypσ σ τ∈  

                               
^

1 2 1 2:Gσ ο σ σ ο σ=   โดยท่ี ο  เปนการประกอบของฟงกชันปกติ ให idσ  

เปนเจเนอรัลไลซไฮเพอรสับสติตูชันท่ีกําหนดโดย สําหรับแตละ i I∈  

                                           ( ) ( )1 2, ,...,
iid i i nf f x x xσ =  

ซ่ึงเราไดวา ( )( ); ,G G idHyp τ ο σ  เปนโมนอยดท่ีมี idσ เปนสมาชิกเอกลักษณ และเรายังไดอีกวา เซต

ของไฮเพอรสับสติตูชัน ชนิด τ ท้ังหมด เปนโมนอยดยอยของ ( )( ); ,G G idHyp τ ο σ  

 

 
 


